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______________________________________________ 
Introducción 
 
El estudio de la trigonometría en  grado décimo es considerado difícil por los estudiantes, ya que 
utiliza algunos elementos nuevos para ellos como son las razones trigonométricas. Estas han sido 
la base del desarrollo histórico de esta rama de las matemáticas por ser la herramienta utilizada 
desde la antigüedad para medir de forma indirecta distancias y ángulos, elementos usados por 
ciencias como la astronomía, la física y la ingeniería para el diseño de modelos y teorías basados 
en la comparación de magnitudes mediante la proporcionalidad y la semejanza.  
 
Conceptos como magnitud y cantidad forman parte de la construcción de la teoría de la 
proporcionalidad, utilizada bajo el teorema de Thales de Mileto para la comparación de segmentos. 
Dicha comparación al ser tomada sobre triángulos rectángulos y asociados a los criterios de 
semejanza deriva en las razones trigonométricas y sus aplicaciones. Dado que el paso de la razón 
trigonométrica a la función trigonométrica se omite en algunos libros textos de trigonometría 
escolar y que en ellos se utiliza indistintamente las palabras “función trigonométrica” y “razón 
trigonométrica” sin establecer sus diferencias, se crea en el estudiante una falta de claridad entre 
uno y otro concepto. 
 
Por esta razón se hace necesario el diseño de una propuesta didáctica que permita facilitar el 
estudio de la trigonometría en estos temas. Esto se hará con la ayuda de guías e instrumentos 
antiguos de medición como el cuadrante mural que será utilizado para realizar de forma 
experimental el paso de la razón trigonométrica a la función trigonométrica. Se espera que con este 
trabajo también se establezca de forma explícita las diferencias entre el concepto de razón 
trigonométrica y función trigonométrica que son objeto de confusión en algunos estudiantes. 
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                                                     Capítulo 1 
 
Historia de la trigonometría 
 
La trigonometría en sus inicios se desarrolla de forma práctica y posteriormente aparece el aspecto 
conceptual, es decir sus fundamentos teóricos. Los inicios prácticos se encuentran en diferentes 
actividades que no son consideradas actividad matemática propiamente. Las actividades que dan 
inicio a la trigonometría en concreto son la medición y la astronomía. Esta última se constituye en  
actividad científica cuando comienza la sistematización de experiencias, esencialmente en forma 
de reconocimiento de los periodos, es decir tiempo en el cual se repite el fenómeno. Este periodo 
se convirtió en el puente entre la actividad empírica y la teoría predictiva. En la repetición 
periódica, la regla abstracta evoluciona a partir de hechos concretos [14]. 
 
Ahora bien, la fuente de información más importante sobre la actividad matemática antigua es el 
papiro del Rhind (1700 a.c. aproximadamente). En este papiro se encuentran algunas reglas para el 
cálculo de áreas de formas cuadradas, triangulares, circulares  y algunos cimientos de 
trigonometría que se basan en los cálculos necesarios para la construcción de pirámides y 
monumentos. 
 
El problema en la construcción de las pirámides consistía en mantener la pendiente constante (en el 
contexto de avance vs subida)  en cada cara y la misma en las cuatro caras. Este pudo haber sido el 
problema que llevó a los egipcios a introducir un concepto equivalente a la cotangente de un 
ángulo, encontrado en el problema 56 del papiro [1]. 
                                                           Figura 1.1. 
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Para lograr sus construcciones calculaban la separación  de una recta oblicua del eje vertical por 
unidad de variación de la altura. Dicho cálculo recibía el nombre de se-qet, y con ello se mantienen 
las proporciones de la pirámide y la inclinación de sus caras (Figura 1.1.). 
Siglos después y tomando el conocimiento de los egipcios, Thales de Mileto (624-547 d.c.) 
introduce la geometría a Grecia y desarrolla la teoría de la semejanza, Thales formula que “Los 
lados correspondientes a ángulos iguales en triángulos semejantes son proporcionales”, afirmación 
que permite generalizar la regularidad encontrada al modificar el tamaño de los lados de triángulos 
semejantes y que expresó en términos de razones constantes. La utilidad de su teoría se hizo 
manifiesta al emplearla en la toma de medidas indirectas cuando logró calcular la altura de una de 
las pirámides de Egipto comparando su sombra con la de una vara vertical. 
 
Con Aristarco (310 – 230 a.c.) se tiene la primera muestra de la geometría aplicada, ya que con sus 
contemporáneos suponían que la órbita de la luna era un círculo perfecto en cuyo centro está la 
Tierra, y que la velocidad a la que cumplía el ciclo era constante. Además hizo dos consideraciones 
para medir las distancias relativas de la luna con respecto al sol, por medio de una razón que 
conocemos actualmente como tangente (Figura 1.2.), supuso también que el sol está tan lejos que 
sus rayos nos llegan siempre paralelos lo que equivale a poner al sol a una distancia infinita 
En otras palabras, determinado α se puede calcular qué tan lejos está el sol de la luna y que tanto la 
luna de la tierra.      
                                                                 Figura 1.2. 
          
Si para Aristarco la luna se movía en una órbita circular y con velocidad constante alrededor de la 
tierra, debía medir cuánto tarda la luna en darle una vuelta a la tierra, para lo cual bastaba medir el 
tiempo que transcurre, por ejemplo, entre dos lunas nuevas. Una vez determinado ese lapso, y si el 
sol estuviera a una distancia infinita, hay que dividirlo en cuatro para obtener el tiempo que debería 
transcurrir entre cada fase de la luna. Esto significa intervalos iguales entre las fases de la luna, es 
decir, si la luna tarda 29 días y medio o 708 horas en cumplir un ciclo y las fases sucedieran a 
intervalos exactamente iguales, entre cualquier fase y la siguiente transcurrirían 177 horas (708÷4). 
Aristarco observó que el cuarto creciente ocurría seis horas antes de lo esperado, si el sol estuviera 
a una distancia infinita. El ángulo α de la figura correspondía por lo tanto a seis horas del 
movimiento de la luna. De aquí Aristarco deduce que, puesto que la luna recorría su órbita con 
velocidad constante, el ángulo α que se quiere determinar debería estar en la misma proporción a 
una vuelta completa (360˚) y que las seis horas de discrepancia al periodo completo de 708 horas: 
708
6
360



 de donde   
 
   
     . Aristarco expresó la relación entre las distancias 
solluna
lunatierra


, que actualmente es 05,03tan   como “La distancia del sol a la luna es 20 veces 
la distancia de la luna a la tierra”. Este dato es erróneo, pero no por el método, sino por los datos 
numéricos. El método geométrico es perfectamente válido, el problema estriba en que la 
discrepancia entre el lapso luna nueva-cuarto creciente con el sol y el mismo lapso con el sol a la 
distancia infinita que se encuentra no es de seis horas sino de cerca de 18 minutos [16]. Con este 
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cálculo se obtiene la cifra correcta que es “El sol está 400 veces más lejos de la luna que la luna de 
la tierra”. 
Otro cálculo que utiliza medidas geométricas fue el originado por la medida de la tierra, hecho por 
Eratóstenes con un alto grado de precisión. La descripción es la siguiente: En Siena, actual ciudad 
de Asuán (al sur de Alejandría), había fama que los rayos del sol caían a plomo el día del solsticio 
de verano, el reflejo del sol se veía en el fondo del pozo justo a medio-día. Clavando una vara en el 
suelo de Alejandría, en el mismo solsticio de verano, Eratóstenes observó que allí el sol no pasaba 
por el cenit, sino que la vara proyectaba una sombra (Figura 1.3.).  
Geométricamente dedujo lo siguiente: Si los rayos del sol inciden  directamente en Siena, pero en 
Alejandría hacen un ángulo con la vertical, ese ángulo sería igual al que formarían las verticales de 
las dos ciudades si las proyectamos hasta el centro de la tierra, es decir, es igual a  la diferencia 
entre la latitud geográfica de Siena y Alejandría.  
Eratóstenes comprobó que el ángulo era de alrededor de 7.5° y dado que las distancias entre las dos 
ciudades se calculó en 5250 estadios
1
, concluyó que el ángulo α  (7.5°) es la cuadragésima octava 
parte del círculo completo (360°), por lo tanto, la distancia entre Alejandría y Siena (5250 estadios) 
debe estar en la misma proporción a la circunferencia total de la tierra, o sea, esta debe ser 48 veces 
5250 estadios, o 252000 estadios
2
. 
                                                           Figura 1.3. 
 
Los antecedentes sentados por la cultura babilónica, egipcia y griega en sus inicios  muestran que 
la problemática de construir un modelo a escala, con base en datos empíricos de una realidad 
macro no manipulable para la construcción de un cuerpo teórico recibirá el nombre de 
trigonometría. 
 
1.1. Nacimiento de la trigonometría: 
En el siglo II antes de cristo, el astrónomo Hiparco de Nicea construye la primera tabla 
trigonométrica ganándose así el nombre del padre de la trigonometría. Sin embargo las 
observaciones que tenía eran insuficientes para explicar el movimiento de los planetas con 
exactitud, lo que si logro con los movimientos del sol, la tierra y la luna. Su método y rigor de 
razonamiento son los elementos que hacen de Hiparco un astrónomo destacado. 
 
Con una diferencia de tres siglos entre Hiparco y Ptolomeo, se hereda una serie de observaciones, 
hipótesis de epiciclos y las cónicas, así como también los cálculos astronómicos; con base en lo 
anterior construyó su sistema. 
El sistema de Ptolomeo fue aceptado por la vertiente matemática de la época y en el mundo árabe 
hasta la era de Copérnico. 
                                                           
1 Un estadio es la medida antigua que equivale a 157.5 m 
2 Aproximadamente 40000 km 
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Los aportes de Ptolomeo a la trigonometría se puntualizan con los elementos básicos que usa en la 
construcción de la tabla de cuerdas subtendidas por los arcos de una circunferencia dividida en 360 
partes cuyo diámetro supone dividido en 120 unidades. Cada una de esas partes está dividida en 
otras sesenta que a su vez están subdivididas en sesenta, es decir el sistema es sexagesimal. Este 
sistema ya existía en Mesopotamia y de allí es llevado a Grecia.   
Ptolomeo realiza el siguiente análisis: sea un semicírculo ABC de centro en D, diámetro AC y 
desde el centro  D trácese una línea DB que forme ángulos rectos con el diámetro AC. Divídase 
DC en dos partes iguales por el punto medio E y únase EB, con el que  se construye EF de la 
misma forma para obtener F, y únase FB. Afirmó que la línea FD es el lado del decágono, en 
cambio BF es el del pentágono (Figura 1.4.). Puesto que la línea DC está dividida en dos partes 
iguales por el punto E, y a esta se la alarga añadiendo la línea recta DF, el cuadrángulo encerrado 
sobre CF y FD, junto con el cuadrado de la línea ED es igual a aquel cuadrado que se construye 
partiendo de EF, por lo tanto es igual a EB, porque EB se construyó igual a FE.  
Como los cuadrados de las líneas ED y DF son iguales al cuadrado de EB, se tiene que el 
rectángulo que está encerrado bajo CF y FD, junto con el cuadrado de la línea DE, es igual a 
aquellos cuadrados que se forman con las líneas BD y DE. 
                                                           Figura 1.4. 
Por lo tanto si eliminamos por ambas partes el cuadrado de la línea ED, el rectángulo que queda 
construido con las líneas CF y FD es igual al cuadrado BD, con lo que lo es también  al cuadrado 
DC. Por consiguiente, la línea FC está dividida en el punto D según extrema razón y media razón. 
Ahora bien , dado que los lados de un hexágono y de un decágono (inscritos en el mismo circulo) 
dividen a la recta continua que forman alineados en extrema y media razón,  al ser la línea CD  el 
lado del hexágono partiendo del mismo centro, entonces la línea DF será la correspondiente al lado 
del decágono. De la misma manera, ya que el lado del pentágono puede ser descrito mediante el 
lado del hexágono y el del decágono inscritos en el mismo círculo, al ser BF el lado del triángulo 
rectángulo BDF cuyo cuadrado es igual a dos cuadrados, la línea del hexágono BD y el  lado del 
decágono DF, se concluye necesariamente que BF ha de ser el lado del pentágono. Una 
comprobación numérica podríamos hacerla usando el teorema de Pitágoras así: 
5342302.703600
08203932.3730
08203932.673600900
222
22



DFBDDFBF
BEDF
BDDEBE
       
En el sistema sexagesimal de Ptolomeo se establece lo siguiente: como el diámetro del círculo era  
de 120 partes, entonces 30 partes serán las contenidas en DE, que va desde la mitad hasta el centro 
del círculo y su cuadrado es 900, ahora BD, al ser el centro tendrá 60 partes y su cuadrado 3600 
partes, así pues el cuadrado de la línea EF, tendrá 4500 partes. Por lo cual, la longitud EF se 
aproxima a 67°4’55” partes y la restante DF de 37°4’55” de las mismas. Luego el lado del 
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decágono que se subtiende bajo un arco de 36 partes de la clase de las 360 que tiene el círculo  es 
de 37°4’55” de la que el diámetro tiene 120 (Figura 1.5). 
                                                 Figura 1.5. 
Por otra parte, puesto que DF es de 37°4’55” partes y su cuadrado es de 1375°4’15”, y el cuadrado 
de la línea DB es de 3600, y si se reúnen estos números, constituyen el cuadrado de la línea BF, 
que es de 4975°4’15”, entonces BF tendrá la longitud aproximada de 70°32’3” partes; luego el 
lado del pentágono que subtiende bajo esos 72° de los 360 del círculo es de 70°32’3” partes de las 
que el diámetro tiene 120. Es claro que el lado del hexágono que subtiende bajo el ángulo de 60 
grados es igual al semidiámetro y es de 60 partes. Análogamente puesto que el cuadrado del lado 
del cuadrado que subtiende bajo 90 grados es aproximadamente de 84°51’10” de las partes de las 
que el diámetro tiene 120, en cambio la que se subtiende bajo 120 será de 103°55’23” de las 
mismas. De aquí se construye la siguiente tabla: 
 
ÁNGULO CUERDA 
36° 36° 4' 55" 
60° 60° 
72° 72° 32' 3" 
90° 84° 51' 10" 
120° 103° 55' 23" 
                                                          
Con estos cálculos Ptolomeo establece el teorema que le permite operar con las longitudes 
encontradas, seguido de tres corolarios de donde se pueden calcular más longitudes de  cuerda, 
como la cuerda de la diferencia de dos arcos, la cuerda de la mitad de un arco y la cuerda de la 
suma de dos arcos. Estos corolarios son equivalentes a las actuales identidades trigonométricas. 
 
Con la caída del imperio romano, el centro de la investigación matemática se desplazó a la India y 
luego a Mesopotamia. Los documentos que aún existen de la cultura India son los Siddhantas 
(libros antiguos hindúes), de los cuales el Surya, todavía existe muy parecido a su forma original 
(300-400 d.c.). Los contenidos eran de astronomía fundamentalmente y explican cómo operan los 
epiciclos y fracciones sexagesimales, con marcada influencia griega. 
 
El término trigonometría aparece hasta 1595 en el libro “Trigonometriae sive  de dimensione 
triagulorum libri quinque”  de Bartolomaus Piticus (1561-1614), que era un sacerdote alemán 
interesado en las matemáticas, quien abordaba  la trigonometría con un carácter más analítico. La 
consecuencia fue el abandono de la compilación de tablas trigonométricas y destacar las relaciones 
trigonométricas, sin embargo el origen de las relaciones continuaba en un contexto geométrico. 
Seguían representando las cuerdas subtendidas por un arco. 
 
 
 BD lado del hexágono 
FD lado del decágono 
BF lado del pentágono 
AB lado del cuadrado 
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1.2. Razones y proporciones: 
La noción de proporción desde la antigüedad está asociada con la idea de precisar 
cuantitativamente la noción de semejanza comparando cosas de la misma especie, de hallar sus 
razones en el sentido de comparar la medida de una magnitud. En documentos babilónicos, 
egipcios y chinos, se encuentran las razones y proporciones en situaciones particulares, por 
ejemplo: 
La proporción de la medida geométrica 
   
   
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
La proporción armónica  (de origen musical): 
    
   
 
 
 
   
 
La proporción aritmética 
   
   
 
 
 
. 
 
Los griegos fueron los primeros en buscar teorías del dato observable, y con el nacimiento de la 
escuela pitagórica, fundamentada en que “Todo es número”, se transformó la visión de la 
matemática en una ciencia completamente intelectual. De esta forma el desarrollo de la teoría de 
las proporciones, estaba centrado en mostrar la armonía cósmica a través del establecimiento de 
razones numéricas entre cantidades discretas y la comparación entre estas, para establecer 
proporciones. Los pitagóricos establecieron, en términos de la teoría de números y específicamente 
haciendo alusión a la divisibilidad, en qué casos cuatro números estaban en proporción a:b :: c:d  
[2].  También en la matemática griega se encuentra por primera vez un estudio de las relaciones 
entre los ángulos centrales en un círculo (o sus arcos correspondientes) y las longitudes de las 
cuerdas que los subtienden. 
 
Las propiedades de las cuerdas, tomadas como medidas de ángulos centrales e inscritos en la 
circunferencia, les eran ya familiares a los griegos contemporáneos de Hipócrates (460 a.c.), y es  
Eudoxo (408 – 355 a.c.) quien reformuló la teoría de las proporciones y su definición es la que se 
utiliza en el libro V de Euclides de la siguiente forma: 
  
“Las magnitudes están en la misma razón, la primera a la segunda y la tercera a la cuarta, cuando 
tomados cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera y cualesquiera equimultiplos  de la 
segunda y la cuarta entonces los primeros equimultiplos ambos exceden, son iguales o menores 
que los segundos equimultiplos tomados en el orden correspondiente”.  
 
Esta definición retoma la idea de razón entre medidas geométricas y aclara que  
 
 
 
 
 
 si: dados dos 
números naturales m y n sucede que si       equivale a      , o si       equivale a  
       o si       equivale a       . Eudoxo se preocupó también por aclarar que las 
magnitudes tienen que ser del mismo tipo; según él un segmento no puede compararse en términos 
de razón con un área, ni un área puede compararse con un volumen, dando lugar a la restricción del 
establecimiento de razones homogéneas, que se conservaría hasta el surgimiento del cálculo. 
Además, usó razones y medida de ángulos para determinar el tamaño de la Tierra y las distancias 
relativas del sol y de la luna [1]. 
 
Euclides hace dos tratamientos diferentes a las proporciones, una para los números y otra para las 
magnitudes. En los libros VII y VIII, dedicados a la aritmética se refiere a las razones entre 
magnitudes geométricas como “Una razón es cierta relación con respecto al tamaño de dos 
magnitudes del mismo tipo” [2]. 
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De esta definición se deriva la clasificación de éstas en  magnitudes conmensurables e 
inconmensurables. El método axiomático utilizado por Euclides sobre la idea general de razón, 
permite hacer una descripción general de las proporciones sin utilizar directamente las nociones 
aritméticas de los números racionales o irracionales y las geométricas de la semejanza. Se obvian 
las nociones de límite y de continuo para salvarse de las paradojas de Zenón [5]. 
 
La definición esencial del libro V sobre proporción se mantiene hasta el siglo XIX con una 
connotación práctica, entendiendo que hay proporción cuando existe una misma parte “alícuota”, 
es decir que           forman una proporción si    
 
 
         
 
 
 entonces     . Esto 
implica la aceptación de sólo valores racionales 
 
 
, lo cual representa la incomprensión del texto de 
Euclides. La solución a este problema lo plantea Dedekind a través de las cortaduras. 
 
1.3. El álgebra de Vieté: 
El paso gradual del álgebra verbal a los símbolos facilitó la lectura y la escritura de textos 
matemáticos y permitió aplicar métodos algebraicos a problemas que habían sido resueltos de 
forma netamente geométrica. Esto fue posible principalmente por los trabajos del matemático 
Francois Vieté (1540-1603), con quien la trigonometría experimenta un cambio en el sentido de 
admitir procesos infinitos. 
 
En su libro “Canon mathematicus seuad triangula cum appendicibus”, Vieté realiza el primer 
tratamiento sistemático de los métodos para resolver triángulos planos y esféricos, usando las seis 
funciones trigonométricas. Desarrolla las tres fórmulas de suma a producto (por ejemplo, 
2
)(
cos*
2
)(
2



 sensensen ), con fórmulas similares para  cossen  y 
 coscos  , que fueron la base para la idea de los logaritmos de Napier, dado que permiten 
reducir un producto de dos números  a la suma de otros dos números. Vieté, haciendo cambios de 
variables cos2x  y nyn cos  , obtiene la fórmula de recurrencia. 
21   nnn yxyy  
Que en trigonometría, se transforma en  
 )2cos()1cos(cos2cos  nnn  
Con lo anterior se puede expresar )1cos( n   y  )2cos( n  en términos de cosenos de 
múltiplos inferiores a  ; y de forma más general ncos  en términos de cos  y sen , para 
todo n entero mayor que diez. Otras contribuciones en trigonometría la hicieron tres ingleses en la 
mitad del siglo XVII, la invención de los logaritmos en 1614 por John Napier. Los primeros 
símbolos para las funciones trigonométricas fueron publicados por William Oughtred en su obra 
“Trigonometrie, or, The manner of Calculating the Sides and Angles of Triangles, by the 
mathematical cannon, demonstrated”(Inglaterra,1657), usó las abreviaturas s, t, se, s co, t co, y se 
co, para el seno, tangente, secante, coseno (complemento del seno), cotangente, cosecante, 
respectivamente. Y finalmente John Wallis (1616-1703), quien trabajo en series infinitas y fue el 
precursor de los trabajos de Newton en esta dirección. 
 
1.4. El seno como serie infinita: 
La matemática se transformó en el siglo XVII especialmente por la introducción natural e intuitiva 
de los problemas del cálculo diferencial. El estudio del movimiento permitió ver lo que había sido 
invisible al disponer de los elementos matemáticos adecuados y estos empezaron a introducirse 
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como fundamento de la física, al estudiar la naturaleza. No era posible seguir considerando el 
número medido o sus equivalentes geométricos (punto, recta, círculo, etc,) como objeto único de 
las investigaciones [9]. El ente matemático dejó de ser el número para convertirse en la ley de la 
variación, la función, se convirtió en el centro en torno al cual se organizó la ciencia. La 
matemática no sólo se enriqueció con nuevos métodos, sino que su objeto y fundamentos quedaron 
transformados. 
 
Newton publica la nueva visión de la ciencia en sus trabajos, se preocupa por establecer relaciones 
entre variables asociadas al movimiento, como el tiempo, la posición, la velocidad y la aceleración 
[3]. El trabajo de Newton sobre la función trigonométrica entra al análisis matemático cuando 
obtiene la serie infinita para el seno, aunque su papel no sea como función a la cual aplica su 
método [7]. Este método consiste en la asociación  de las series infinitas con el estudio de las 
velocidades de cambio, de las que a su vez se servía para determinar la fluente, lo que fluye [2]. 
En su libro “De analysi per aequationes numero terminorum infinitas (On Análisis by infinite 
Series)”, Newton establece lo siguiente: 
 
 
Figura 1.6. 
 
Supongamos que la base AB  de una curva AD tenga una ordenada particular BD; y llamaremos 
    ,     , y supongamos que a, b, c, etc. Son cantidades dadas, m y n, números enteros. 
Entonces:  
Regla 1:      
Si   
 
     será  ÁREAx
nm
an
n
nm


 )(
 ABD 
 
Para el caso del círculo 122  yx , se tiene que el ángulo xsen 1 es igual a dos veces el área 
del sector circular OQR (Figura 1.7.).  
 
 
Figura 1.7. 
 
Newton desarrolla el binomio para 
21 x , 
   ...,
128
15
16
1
8
1
2
1
111 86422
1
22  xxxxxx  
y obtiene la cuadratura de la curva (el área de OPQR): 
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...
1152
15
112
1
40
1
6
1 9753  xxxxx  
De tal forma que igualando con   obtiene, 
2       







 

2
1
2
2xx
OPQROQR  
                      












 ...
128
15
16
1
8
1
2
1
1...
1152
15
112
1
40
1
6
1
2 86429753 xxxxxxxxxx  
...
1152
105
112
5
40
3
6
1 9753  xxxxx  
Que constituye la serie de xsen 1 , que equivale al doble del área del sector circular en términos de 
x. Newton invierte la serie por aproximaciones sucesivas, para obtener la expresión en términos de 
un ángulo. Es decir que obtiene la serie 
...
5040
1
120
1
6
1 753  senx  
El planteamiento hecho por Newton en su teoría parte de una interpretación de los objetos 
geométricos como entidades generadas por un movimiento continuo, que no podía ser reducido a 
una geometría del movimiento con base en un tratamiento analítico de las ecuaciones de la función 
[15]. De ahí que se note el cambio en la forma de usar la trigonometría, la compilación de tablas se 
sustituye por la relación de dos variables, el ángulo y el área bajo la curva,  ahora como cantidades, 
aunque sigan teniendo como referente geométrico un triángulo inscrito en una circunferencia.Una 
proposición importante es publicada en el libro primero, del “Philosophiae Naturalis Principia 
Matemática”, sobre el movimiento de los cuerpos, dice lo siguiente:  
 
 
Figura 1.8. 
 
PROPOSICIÓN XXXVIII. TEOREMA XII  
“Supuesto que la fuerza centrípeta sea proporcional a la altura o distancia de los lugares al centro, 
digo que los tiempos de caída, las velocidades y los espacios recorridos son respectivamente 
proporcionales a los arcos, senos rectos y senos rectos de los arcos (Figura 1.8.). Sea un cuerpo que 
cae desde un lugar cualquiera A y según la línea AS; y desde el centro de fuerzas S, y con 
intervalos AS, trácese el cuadrante circular AE, y sea CD el seno recto de un arco cualquiera AD; y 
el cuerpo A en el tiempo AD, recorrerá al caer el espacio AC y en el punto C alcanzará la 
velocidad CD”. Lo anterior puede ser considerado como el “síntoma de la función trigonométrica” 
en un sentido análogo al síntoma de la función de Yushkevich (1976) en tanto se le consideran a 
los arcos en  relación con los senos y los senos versos, en una equivalencia a lo que hoy 
conocemos como variable independiente, derivada y si bien, al usar sólo un cuadrante de la elipse, 
Newton no señala un movimiento repetitivo que indicara la propiedad periódica de la función 
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trigonométrica en cuestión, su serie de potencias, herramienta con la que opera a los polinomios 
más o menos de la misma manera que a los números, si acepta valores negativos para x o  , en la 
serie del seno inverso y seno, respectivamente [20]. 
 
Según Katz (1987) asume que la función trigonométrica entra al análisis matemático cuando se 
hace explícito un estudio de sus propiedades y en tanto se opere para obtener sus derivadas e 
integrales, por lo tanto la ubica ya como una función, en los trabajos de Euler [6]. Sin embargo, 
resalta el uso de la serie infinita en los trabajos de Newton y Leibniz (1646-1716) y Taylor (1685-
1731), previamente. 
Sobre el trabajo de Leibniz se destaca la obtención, por el método de las diferenciales de la 
relación infinitesimal entre el arco y su seno en un círculo de radio a: ,222222 dyxdxadya   
asumiendo dy constante. Leibniz toma la diferencial de esta ecuación para obtener 
022 222  xdxdyxdxda o             . Esta ecuación puede escribirse como 
22
2
a
x
dy
xd
 , la ecuación estándar para 






a
y
senx . 
El método utilizado por Leibniz fue el de coeficientes indeterminados, usando serie de potencias. 
Katz argumenta la no incursión de la función seno en el análisis, particularmente en el trabajo de 
Leibniz, porque no hay discusión de la serie y sus propiedades. Luego, la serie infinita del seno no 
era el centro de atención en sus trabajos, pues no representaba una curva (o función como la 
conocemos actualmente). Leibniz y Newton tenían como objeto de estudio las curvas, las 
trayectorias, y ciertas expresiones analíticas [2]; y aplicar los métodos diferencial e infinitesimal, a 
la circunferencia como una curva y a la elipse como una trayectoria (de los cuerpos celestes), 
proporcionaron expresiones para las relaciones trigonométricas conocidas en la época. 
 
1.5. El movimiento oscilatorio: 
La necesidad de utilizar relojes de mayor precisión y las exploraciones marítimas hicieron que en 
los siglos XVII y XVIII se estudiara esta rama de la mecánica. Los científicos como Cristian 
Huygens (1629-1695) y Robert Hooke (1635-1703) se dieron a la tarea de estudiar las oscilaciones 
de cuerdas y péndulos de distintos tipos encontrando el primero, el péndulo cicloide, cuyo periodo 
de oscilación es independiente de la amplitud, mientras que el trabajo de Hooke con el resorte dejó 
la base para el actual reloj que funciona con resortes. 
 
En 1678 publica la ley que conocemos como  ley de Hooke, con una descripción más amplia del 
movimiento de una pesa atada a un resorte, y dibuja un diagrama bastante complejo en donde 
muestra que la velocidad de dicha pesa es equivalente a ciertas ordenadas en un círculo; las cuales 
pueden pensarse como los senos de los arcos que cortan. Además, dibuja una curva que representa 
el tiempo para que la pesa se encuentre en una posición dada, siendo esta una curva del arco seno. 
Sin embargo, Hooke no utiliza términos trigonométricos, la geometría fue suficiente para describir 
la situación. Los nuevos usos de las cantidades trigonométricas, las despojaron de su carácter 
netamente geométrico, pasaron de considerarse líneas en un círculo a  cantidades que descubrían 
ciertos fenómenos (fenómenos periódicos). En 1739, Euler presenta el trabajo “De novo genere 
oscillationum” sobre lo que podríamos llamar el movimiento de un oscilador armónico dirigido 
sinusoidalmente. Se considera el movimiento compuesto de dos partes, una proporcional a la 
distancia y la otra variando sinusoidalmente en el tiempo. 
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1.6. El paso del grado al radián: 
En el estudio de la medida angular se pasa de la forma al giro cuantificable, transitando así entre 
arcos, grados y radianes. Euler no usó la palabra radián, pero las expresiones que utilizaba en 
términos de   tenían su equivalencia en grados.  
 
Figura 1.9. 
 
El ángulo visto como forma proviene del estudio de la sombra que producen las posiciones del sol 
durante el día. En un modelo geométrico se ven dos casos (Figura 1.9.):  
 
1. Proyectar ángulos iguales sobre una línea vertical, en donde no se interceptan en segmentos 
iguales. 
2. Segmentos iguales que no son el resultado de la división en ángulos iguales. 
 
Es una creencia decir que el grado, como unidad de medida angular tiene su origen en la cultura 
babilónica [11]. Generalmente se asume la división en 360 partes que se hace del círculo, se basa 
en la cercanía de este número con la duración del año, 365 días. Otra razón considerada ha sido el 
hecho de que el círculo se divide naturalmente en seis partes iguales, cada una subtendiendo un 
arco igual al radio. Sin embargo, no hay evidencia concluyente que apoye estas dos hipótesis, y el 
origen exacto del sistema de 360 grados podría desconocerse por siempre. Lo cierto es que el 
sistema encaja muy bien con el sistema numérico sexagesimal de los babilonios, que luego 
adoptaron los griegos y fue usado por Ptolomeo en su tabla de cuerdas. 
 
Bourbaki, en 1976 añade la pertinencia de la división en 360° para fijar posiciones de objetos 
celestes en puntos determinados de sus trayectorias aparentes y señala que la medida de los 
ángulos a partir de los arcos que se cortan en una circunferencia, es una concepción intuitiva y 
correcta, pero para llegar a ser rigurosa requiere de la noción de longitud de curva que es la base 
del cálculo integral. [18] 
 
El sistema sexagesimal aunque es obsoleto hoy día, sobrevive la división del círculo en 360 partes, 
no sólo como medición angular, también en la división de la hora en 60 minutos y el minuto en 60 
segundos. La palabra grado tiene su origen en Grecia y los árabes la tradujeron como “daraja” que 
era muy semejante al “dar´ggah” del hebreo, que significa un paso en una escalera de mano o 
balanza. Finalmente se tradujo al latín como “gradus”, de donde nace la palabra grado. Así mismo 
se llamaron “pars minuta prima” primera pequeña parte y “pars minuta secunda” segunda pequeña 
parte, respectivamente; y es de ahí de donde proviene minuto y segundo [17]. 
 
El radián o unidad de medida circular se ha adoptado universalmente como la unidad natural de 
una medida angular. Un radián es el ángulo, medido desde el centro del círculo, que subtiende una 
longitud de arco de un radio a lo largo de la circunferencia (Figura (1.10.). Dado que el círculo 
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completo comprende 2  radianes, se puede afirmar que un radián es equivalente a la razón 


29.57
2
360

 aproximadamente. 
 
Figura 1.10. 
 
El manejo de los arcos y los radianes expresados en términos de  , surge desde los problemas de 
matemática de variación y el cambio. Se sabe que la primera obra que introduce el concepto de 
medida del ángulo es la “Logometría” de Roger Cotes en 1714, quien consideró que se necesitaba 
una palabra para los ángulos. El arco circular interceptado por las rectas que forman un ángulo con 
centro en el punto de dicho ángulo era una medida natural; pero la variaría con el tamaño del 
círculo, por lo tanto se necesita un módulo. El módulo podría ser un círculo estándar o alguna línea 
estándar que variara con el círculo, por ejemplo el diámetro o el lado de un polígono regular. El 
radio era la opción más apropiada, siempre que se cambiara en la medida de un ángulo, el módulo, 
podría cambiarse en el radio. Robert Smith, primo de Cotes, expande su idea como editor en sus 
notas y sigue de cerca la forma del argumento en la proposición I de “Logometría”, Parte I donde 
se muestra que la razón de los módulos es 2.71828… es decir, la razón cuya medida es siempre 
igual al módulo. Smith llega a la idea de un ángulo modular, es decir, un ángulo cuya medida es 
siempre igual al radio, y muestra que es 57.295°. Esta es quizá la primera vez que se publica el 
cálculo de un radián en grados.   
 
Las posturas para el uso del radián actualmente son diversas. Algunos afirman que el radián es la 
unidad más conveniente comparada con el grado porque es más grande, y nos permite expresar 
ángulos con números más pequeños. El uso del radián simplifica fórmulas como por ejemplo, una 
longitud de arco        si   está en grados, la fórmula correspondiente es


360
2  rs . De 
igual forma el área del sector circular en radianes es 
2
2  rA   y en grados se tiene que 


360
2  rA . 
El concepto de radián fue utilizado por Cotes, pero fue hasta 1871 que se usa la palabra radián, por 
James Thomson, y aparece por primera vez en un examen impreso, en el Queen´s Collage en 
Belfast en 1873. 
 
1.7. La función trigonométrica: 
El aporte importante lo hizo Leonard Euler (1707-1783), aunque la serie infinita para el seno, ya 
era conocida por Newton. Senos y cosenos se consideraban longitudes de segmentos de línea 
relativos a un círculo dado de radio R, el seno del ángulo A era la mitad de la cuerda en un círculo, 
subtendida por el ángulo central 2A, y el coseno de A era la longitud de la perpendicular que va del 
centro de la circunferencia a la cuerda[12]. 
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El estudio de las funciones para el análisis lo hace en 1967, en “Introductio in analysin 
infinitorum”,  donde reconoce a las cantidades trigonométricas como relaciones funcionales 
trascendentes como el logaritmo y la exponencial. Las cantidades trascendentes que nacen del 
círculo son tomadas del primer tomo, capítulo VIII, “De quantitatibus ex circulo ortis”, y aunque 
no se usa la palabra radián muestra que   es la semicircunferencia de un círculo (de radio 1) y en 
consecuencia es la longitud de arco de 180°, entonces, 
 ,1
2
3
,1cos,0,0
2
1
cos,1
2
1
,10cos,00   sensensensen  
.12cos02,0
2
3
cos   ysen  
Además discute las propiedades periódicas de la función trigonométrica y establece las igualdades 
para la suma de ángulos, suma de senos y cosenos, multiplicación y división. 
Otro aporte importante se encuentra en el capítulo IX, de “De investigatiore Factorum 
trinomialium”, en donde se discute y generaliza el teorema de Moivre, fusionando la trigonometría 
con el álgebra y el análisis cuando encuentra una solución poco convencional al problema de 
factorizar un polinomio de la forma 12  nn pxx . Esta generalización se establece así: 
   isennnisen n  coscos  , para todo n que pertenezca a los reales. 
En el capítulo XI, “De aliis Arcuum atque Sinum expressionibus infinitis”, se expone la serie 
infinita para las cantidades trigonométricas. 
 
Euler consideró las series de potencias como “polinomios infinitos” que obedecen a las mismas 
reglas que los polinomios finitos ordinarios, tal que si la función seno es igual a cero en x=0,  
x= etcxx ,3,2,   , tenemos que el polinomio infinito compuesto en factores que 
cumple tal condición es: 
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Por último en el capítulo XXI del tomo II, “On Trascendental Curves”, en donde la periodicidad se 
distingue como una propiedad de la función [5], Euler construye una curva de 
c
x
arcsen
c
y
  
señalando el número infinito de arcos de un círculo cuyo seno es 
c
x
 y donde la ordenada y es una 
función multivariada. 
El eje y, y cualquier otra línea vertical paralela, intersecta a la curva en un número infinito de 
puntos. 
 
1.8. La cuerda vibrante: 
El cálculo diferencial e integral se aplicó casi desde sus inicios a problemas de física, empezando 
por la mecánica discreta (el movimiento de una partícula única o un sistema de partículas) y 
posteriormente con la mecánica continua. En esta última rama, uno de los problemas que ocupó a 
los científicos del siglo XVIII, fue la cuerda vibrante. Este problema inspiró a matemáticos de 
diversas épocas por su cercanía con la música. Los pitagóricos, en el siglo VI a.c. descubrieron 
algunas leyes que regían las vibraciones de una cuerda; lo que les permitió construir una escala 
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musical basada en principios matemáticos. Sin embargo, un estudio más profundo y completo del 
problema requería métodos que Newton y Leibniz desconocían, las ecuaciones diferenciales 
parciales. Para la cuerda vibrante la ecuación es:   
   
   
   
   
   
  donde          representa el 
desplazamiento de la cuerda desde su posición de equilibrio a una distancia x en un tiempo t, y c es 
una constante que depende de unos parámetros físicos de la cuerda (densidad lineal y tensión) [8]. 
Los intentos por resolver la ecuación, conocida como la ecuación unidimensional de la onda, 
fueron hechos por matemáticos como los hermanos Bernoulli, Euler, D´Lambert y Lagrange. Euler 
y D´Lambert expresaron sus soluciones en términos de funciones arbitrarias que representaban dos 
ondas, una se movía hacia la derecha y otra se movía hacia la izquierda de la cuerda, con velocidad 
igual a la constante c. Por otro lado, Daniel Bernoulli encontró la solución compuesta por series 
infinitas de funciones trigonométricas. 
 
1.9. La serie trigonométrica: 
Como las dos soluciones al problema de la cuerda vibrante parecían muy distintas, se cuestionaba 
el que pudieran reconciliarse, y de no hacerlo la pregunta sería cuál era la más general. Fue 
entonces cuando el matemático francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 – 1830), en su Théorie 
analytique de la chaleur, mostró que cualquier función cuando se considera periódica en un 
intervalo dado, puede representarse como una serie trigonométrica de la forma 
 
                                                        . 
 
En estudios hechos por Newton sobre la transferencia de calor se había encontrado que la tasa de 
enfriamiento (caída de la temperatura) de un objeto es proporcional a la diferencia entre su 
temperatura y la de sus alrededores. Sin embargo, esta ley de enfriamiento rige sólo la tasa 
temporal del cambio de temperatura, no la tasa espacial de cambio o gradiente. Esta última 
cantidad depende de otros factores como: la conductividad de calor del objeto, su forma 
geométrica y la distribución de temperatura inicial en la frontera. Para poder tratar con el 
problema, eran necesarias las herramientas del análisis continuo, particularmente las ecuaciones 
diferenciales parciales. Fourier mostró que para resolver tal ecuación debe expresar la distribución 
de temperatura inicial como una suma infinita de senos y cosenos. La idea parte de la propiedad 
periódica que tienen las funciones trigonométricas seno y coseno. 
 
La serie demuestra en forma explícita que el seno y el coseno son esenciales en el estudio de todos 
los fenómenos periódicos, simples o complejos. Fourier extendió su teorema a funciones no 
periódicas, considerándolas funciones periódicas cuyo periodo se aproxima al infinito. Para lograr 
este paso, la serie debe reemplazarse por una integral que represente una distribución continua de 
ondas seno sobre todas las frecuencias. Esta integral es más compleja que la serie de Fourier, pero 
en su esencia están las mismas dos funciones básicas de la trigonometría: el seno y el coseno. [11] 
 
El desarrollo en serie trigonométrica permitió representar una clase más general de función, que 
aquel que se manejaba en la época, y el problema de su convergencia implicó, según Dirichlet 
(1805- 1859), “una definición de la correspondencia funcional independiente de toda forma de 
expresión analítica”. Es así como se inicia la historia del análisis matemático clásico de la mano de 
las funciones trigonométricas. 
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                                                     Capítulo 2 
 
De la razón trigonométrica a la función trigonométrica 
 
Al realizar el estudio de la trigonometría pasando por varios autores se percibe que no se hace una 
diferencia entre los conceptos de razón trigonométrica y función trigonométrica. Este paso que se 
realiza mecánicamente, deja en evidencia algunos interrogantes que surgen al preguntarse por la 
diferencia entre ambos. En los libros texto, la matemática escolar asociada a la noción de función 
trigonométrica contempla: 
 
1. La definición a partir de las razones trigonométricas,  
2. La ilustración mediante el uso de un círculo trigonométrico para definir la función  
3. La graficación, al menos de las funciones básicas, a fin de mostrar su periodicidad.  
 
Este discurso escolar se ha organizado durante años para responder a cuestionamientos de orden 
teórico que muestren la coherencia argumentativa o las implicaciones que tendría el conducir al 
razonamiento bajo hipótesis poco usuales [3]. Es posible que esta sea una razón por la que no se 
encuentran textos o programas de estudio, o una exposición en el aula que abandone el recurso 
usual de emplear el círculo trigonométrico como medio de introducción a las funciones 
trigonométricas.  
 
Elementos concretos sobre el desarrollo del pensamiento y la construcción del conocimiento ligado 
a la trigonometría, específicamente a las funciones trigonométricas y las nociones asociadas a ellas 
(ángulo, triángulo, razón trigonométrica, identidad trigonométrica, ecuación trigonométrica y 
periodicidad), son fundamentales para el diseño de secuencias didácticas que busquen construir y 
dar significado a dichas funciones entre los estudiantes. El sentido que da origen a los conceptos en 
cada momento específico lleva consigo ciertos conflictos al exponerlos en el aula. Esto lo 
demuestran investigaciones en matemática educativa hechas por Cantoral y Farfán (2004), en la 
construcción de la función trigonométrica al discurso matemático escolar en donde se muestra la 
necesidad de la explicación en detalle a través de estudios sistemáticos que provean de suficiente 
evidencia empírica. 
 
Ahora bien, la construcción de conocimiento depende también de las herramientas tecnológicas de 
que se disponga y sobre todo del conocimiento que antecede a los problemas que abordamos. Los 
estudiantes que tienen un primer acercamiento a la trigonometría ya tienen conocimientos de 
heliocentricidad del sistema solar, es probable que sepan que las órbitas no son circulares sino 
elípticas, que tengan aparatos de medición y proceso de datos más avanzados. Esto podría ser un 
buen principio en un contexto similar al de origen que es un poco más complejo para el estudiante. 
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La idea es reconciliar el estudio de la trigonometría con el estudio de la proporcionalidad, donde 
objetos como el triángulo, el círculo, el ángulo y las relaciones entre ellos sean herramientas en la 
construcción de modelos geométricos (estáticos), donde surja la cantidad trascendente 
trigonométrica. 
Una propuesta para la construcción de la función trigonométrica en el aula, es el estudio de los 
fenómenos macro no manipulables
3
, donde la proporción genera las nociones y modelos asociados 
a la razón trigonométrica. Sin embargo el contexto de origen de estas nociones puede provocar que 
sea más compleja la tarea de simular la realidad, en este caso astronómica, que la construcción de 
la razón trigonométrica. 
 
Se comenzará entonces con la base teórica para realizar el estudio del paso de la razón 
trigonométrica a la función trigonométrica  iniciando con los conceptos básicos de 
magnitud, medida de la magnitud y cantidad, pasando por la semejanza, la 
proporcionalidad de segmentos y el teorema de Thales de Mileto. Las deducciones de  las 
razones trigonométricas y su generalización para la construcción de las funciones 
trigonométricas, de gran utilidad para la modelación de fenómenos físicos estudiados 
desde la antigüedad asociados a la música, la ecuación de la onda y la solución mediante 
ecuaciones diferenciales parciales del problema de la cuerda vibrante. 
2.1 Cantidad y magnitud: 
El concepto de magnitud según Luengo González [10], parte del supuesto de un conjunto en el cual 
se puede definir una relación de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva). Además si se 
define sobre el conjunto la operación interna suma con las propiedades: uniforme, asociativa, 
conmutativa y elemento neutro, los elementos del conjunto definen una “magnitud”. Ahora bien, 
todos los elementos del conjunto iguales entre sí tienen la misma “cantidad de magnitud”. 
 
Por ejemplo, el conjunto de segmentos en el plano, en ellos se puede definir una relación que 
cumple con las condiciones de relación de equivalencia. La suma de segmentos es una operación 
interna con las propiedades uniforme, conmutativa, asociativa y de elemento neutro. Por lo anterior 
queda definida una magnitud: LA LONGITUD, que es la cualidad común a que tienen todos los 
segmentos. La cantidad de longitud será lo que tienen en común todos los segmentos iguales entre 
sí, por ejemplo segmentos de 30 cm. 
 
Una magnitud en muchas ocasiones, responde a una característica física, a un atributo observable 
de los objetos como la longitud,  masa, superficie, volumen, etc. Este atributo permite obtener el 
conjunto de clases que no tendría como elementos objetos, sino que cada elemento sería un 
conjunto de objetos con la misma longitud, masa, superficie, volumen, etc. 
 
A cada elemento del conjunto de las clases se le llamará “cantidad de magnitud”. Dicha cantidad 
supone una consideración del atributo (magnitud) independientemente de los soportes materiales 
(objetos) donde se observe; el conjunto de las clases es en realidad el que define la magnitud. Es 
importante aclarar que hay cualidades o atributos de los objetos como la forma y nociones como el 
paralelismo que no son magnitudes, ya que aunque en los dos casos se puede definir una relación 
de igualdad y hablar del conjunto de clases, no se puede definir una suma de formas, ni de 
direcciones. 
                                                           
3  Se toma por ejemplo la actividad de los inicios de estudios de astronomía llamada ¿cómo calcular el 
diámetro de la Luna? Que se puede encontrar en el libro de Luisa Fiol y Josep Fortuny. 
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En ciencias como la física se consideran como magnitudes  la densidad o la temperatura, que no 
son sumables y por lo tanto difieren de la definición matemática de magnitud. Por esta razón se 
clasifican en “magnitudes intensivas” aquellas que no admiten con sentido la suma, y “magnitudes 
extensivas” las que cumplen con todas las consideraciones matemáticas, estas últimas son llamadas 
simplemente “magnitudes”. 
2.2. Magnitudes escalares continuas: 
Se dice que una magnitud es escalar si los elementos de la magnitud se pueden ordenar 
linealmente, lo cual implica el cumplimiento de las propiedades: reflexiva, anti simétrica, transitiva 
y la monotonía. Esta última indica que la suma de cantidades escalares es compatible con la 
relación de orden definida. De esta forma las magnitudes escalares constituyen un semigrupo 
conmutativo con elemento neutro totalmente ordenado. Si además dados dos elementos de una 
magnitud escalar, se define la operación “diferencia”       con     en donde sólo tiene 
sentido cuando el minuendo es mayor que el sustraendo, estas serán llamadas “magnitudes 
escalares absolutas”. Si la restricción no tiene ninguna restricción será llamada “magnitud 
relativa”. 
 
Por último, se define una ley externa llamada “producto de cantidad por número real positivo” que 
cumple con la distributiva mixta de la suma con respecto al producto y viceversa, la asociativa del 
producto y la compatibilidad del producto con el orden    ; para definir los conceptos de medida y 
unidad debe cumplir con que el semimódulo sea monógeno, es decir que existe un elemento   en la 
magnitud tal que para todo   en el mismo conjunto exista un   real positivo tal que: 
      
Esto significa que cualquier cantidad puede ser expresada como el producto de cierto número por 
otra cantidad. 
 
De esta forma una magnitud escalar absoluta tiene una estructura de semimódulo monógeno, con 
un orden compatible con su ley de composición, sobre un semianillo. En el caso particular de que 
el semianillo sea el de los números reales positivos          la magnitud se llamará “magnitud 
escalar continua”. 
 
Una magnitud es “discreta” si sólo los números naturales son multiplicables por todas las 
cantidades de la magnitud. La magnitud se construye en este caso, sobre el semianillo de los 
naturales. 
 
Al ilustrar la situación anterior sobre el conjunto de los segmentos generales del plano, se tiene lo 
siguiente: una magnitud llamada longitud, esta magnitud es “escalar”, ya que los elementos del 
conjunto se pueden ordenar totalmente mediante la relación    . La longitud es una “magnitud 
absoluta”, ya que sólo tiene sentido la diferencia de dos segmentos cuando el “segmento 
sustraendo” es menor o igual al “segmento minuendo”. Se puede definir la ley externa “producto 
de la longitud de un segmento por un número real positivo”, y la magnitud longitud resulta ser 
“magnitud escalar continua”, ya que cumple con todas las propiedades enunciadas anteriormente 
para las magnitudes escalares continuas. 
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2.3. Medida de magnitudes: 
La actividad intuitiva de medir consiste en asignar un número a una cantidad de magnitud y ese 
número va seguido de la unidad en la que se ha expresado la medida. Ahora, la unidad al hablar de  
magnitudes escalares continuas en el semimódulo ordenado tiene la propiedad de ser monógeno.  
De esta manera, cualquier cantidad puede ser expresada como el producto de un número real por 
una cantidad fija que se llamará unidad y que dadas las cantidades   (cantidad cualquiera) y   
(cantidad unidad) se puede verificar que: 
                  
 
En donde a   se le llama la medida de   con respecto a la unidad  , se nota así:          En 
forma general la medida puede ser definida como la aplicación de los semianillos de la magnitud 
con la suma completamente ordenada y un subanillo de los reales con la suma y la ley externa 
(producto de una cantidad por un número real positivo). Esta aplicación le asigna a cada elemento 
de la magnitud un elemento del conjunto de llegada que es concretamente su medida. Al ser esta 
aplicación biyectiva y a la vez un isomorfismo se puede averiguar cuanto es la suma de dos 
cantidades sumando sólo los números. Es así como mediante el isomorfismo, el problema de sumar 
cantidades se resume a efectuar simples sumas de números reales [10]. 
2.4. Proporcionalidad de magnitudes: 
La proporcionalidad entre dos magnitudes escalares se define como una aplicación biyectiva de 
dos conjuntos, en donde se cumplen las condiciones de isomorfismo y el producto de una cantidad 
por un número real positivo de la siguiente forma: 
Para dos magnitudes escalares M y M’ con               cantidades de M y                   
cantidades de M’, además sea   un número real positivo cualquiera, se define la aplicación 
biyectiva: 
                                             . 
Con las condiciones,  
1.                              . 
2.                       . 
A esta aplicación  , así definida se le llama “aplicación de proporcionalidad” o simplemente 
“proporcionalidad” entre las magnitudes M y M’. De esta forma se dice que las magnitudes M y 
M’ son proporcionales. 
2.5. Constante de proporcionalidad: 
Una vez que se tienen las dos magnitudes escalares proporcionales M y M’, con la aplicación   de 
M en M’ (      ). Se supone una medida en cada una de esas magnitudes llamando S y S’ a 
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los subconjuntos de    utilizados como conjuntos imágenes de las medidas         
respectivamente. 
Ahora se puede establecer una aplicación   de S en S’ que asocie al número real        en S el 
número real   [      ]  La función de proporcionalidad inducida   resulta ser una biyección 
composición de S en M en donde     
   es la aplicación inversa a través de la proporción de M’ 
en S’ de   . Por lo tanto la función de proporcionalidad         toma siempre la forma: 
           con    en S, donde   es un número real llamado “constante de proporcionalidad”. 
Cuando las cantidades, M y M’ son proporcionales, se puede verificar que “la medida de las 
cantidades correspondientes    y      con unidades correspondientes mediante la misma 
proporcionalidad          resultan ser iguales”. 
2.6. Proporcionalidad de segmentos: 
La proporcionalidad entre segmentos empieza por la aplicación de proporcionalidad definida como 
“proyección paralela”, en donde se muestra que para dos rectas        concurrentes en un punto  , 
y otra recta en dirección cualquiera no paralela a las anteriores puede definirse una aplicación 
       que asocia puntos de la recta   a los puntos de la recta    trazando rectas paralelas a   
(Figura 2.1.), así: Sean P, Q, R y S puntos de la recta   situadas a distancias arbitrarias de    Se 
trazan rectas PQ paralelas a la recta   que pasen por los puntos mencionados. Estas rectas cortan a 
la recta    en los puntos P’, Q’, R’ y S’, respectivamente. 
                                                         Figura 2.1 
De esta forma para cualquier punto de la recta   se puede trazar una recta paralele a   que cortará a 
   en otro punto, a esta biyección se le llama “proyección paralela”, se notará         y cumple 
con las condiciones siguientes: 
1. La proyección paralela de un segmento es el segmento formado por las proyecciones de 
los extremos del segmento original, esto es: 
Si                                  [  ]  [    ]. 
2. Si los dos segmentos son iguales también lo son sus proyecciones paralelas, es 
decir[  ]  [  ]     [  ]     [  ]   
Puede observarse además que la aplicación    es un homomorfismo, ya que     [  ]  [  ]  
   [  ]     [  ]  por lo tanto la aplicación de la proyección paralela es una proporcionalidad. 
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2.7. Razón de segmentos: 
Inicialmente se define en el conjunto de segmentos generales del plano, una medida no nula que se 
llamará el segmento unidad  , y sean los segmentos [PQ] y [RS] con sus respectivas medidas, los 
números reales   [  ]      [  ]; se le llama “razón de segmentos [PQ] y [RS]” al número real 
cociente de sus medidas respectivas y se nota 
[  ]
[  ]
, lo cual significa: 
[  ]
[  ]
 
  [  ]
  [  ]
 
2.8. Teorema de Thales: 
El teorema tiene como base  los conceptos de proporcionalidad entre segmentos y la proyección 
paralela, (una demostración de este teorema se encuentra en Luengo pág. 71). En la figura (2.1.)  se 
aplica así:  
Para las rectas        cortadas por un sistema de paralelas a la recta  , los segmentos homólogos 
son proporcionales, es decir que: 
[    ]
[    ]
 
[  ]
[  ]
 
De la proporcionalidad entre segmentos se puede establecer la existencia de una relación de 
semejanza entre triángulos, esto implica que la razón entre la medida de la magnitud de dos de 
ellos en un mismo triángulo se mantiene constante en el otro, siendo esta la base de la construcción 
de las razones trigonométricas. Cuando la comparación de triángulos se realiza como en la figura, 
se dice que se encuentran en posición de Thales. 
2.9. Homotecia y Semejanza: 
Una homotecia es una función del plano en el plano con la siguiente condición:   [OA] = k [OB] 
con       , en donde el número real   es la razón de la homotecia. 
                                                                  Figura 2.2 
Ahora, en la (Figura 2.2.) observe la siguiente aplicación: Se dice que el segmento [AB] es 
homotético a [A’B’], por lo tanto [A’B’] = k [AB] y por definición de homotecia [OA’] = k [OA]  
y dado que los triángulos están en posición de Thales se puede verificar que  
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                                                                 Figura 2.3. 
k
AB
BA
OA
OA

][
]''[
][
]'[
 , luego  [A´B´] = k [AB]. 
 
A partir del teorema de Thales se buscan todas las proporciones, es así como se definen los 
criterios de semejanza expresados de forma general de la siguiente forma: 
Dos triángulos son semejantes si tienen sus ángulos correspondientes iguales y sus lados 
correspondientes proporcionales (Figura 2.3.), esto se expresa en tres criterios que son los 
siguientes: 
PRIMER CRITERIO: Dos triángulos son semejantes si tienen un ángulo igual  y proporcionales 
los lados que lo forman. 
SEGUNDO CRITERIO: Si dos triángulos tienen dos ángulos iguales también son semejantes. 
TERCER CRITERIO: Dos triángulos son semejantes si sus tres lados homólogos son 
proporcionales. 
2.10. Relaciones Métricas en el triángulo rectángulo: 
En el triángulo rectángulo en A, se sabe que un lado es la media proporcional entre la hipotenusa y 
su proyección sobre ella. Entonces, en los triángulos AHB y BAC, se tiene que los ángulos 
ACBAHB ˆˆ   por ser común, y AHB ≡ BAC por ser ángulos rectos, entonces: ∆CAB ~ ∆ AHB 
(Figura 2.4.). 
                                                              Figura 2.4. 
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Por lo tanto, 
c
m
a
c
  de donde amc 2  y .2 anb   Si en un triángulo ∆ABC de altura AH se 
cumple que ][][][ 2 BHBCAB   el triángulo es rectángulo en A. 
Como los triángulos AHB y CAB son semejantes, también se cumple que nmh 2 . 
Sumando miembro a miembro las igualdades: nab 2  y mac 2  resulta: 
manacb  22  de donde )(22 mnacb  , pero amn  , entonces 222 acb   
que es el enunciado del teorema de Pitágoras. 
2.11. Medidas Angulares: 
Los ángulos se miden en tres sistemas de unidades: Sistema sexagesimal, centesimal y circular.  
Los grados sexagesimales o simplemente grados se definen como 1/360 parte de la rotación total, y 
además 1°=60’ y 1’=60’’. 
Los grados centesimales en donde un grado es 1/100 parte de un ángulo recto y este se divide a su 
vez así: 1° = 100’ y 1’ = 100’’. 
 
Sistema circular: Para un ángulo positivo en posición normal (Figura 2.5.). Sobre el lado inicial se 
toma dos puntos         con centro en el origen O y radios [   ] y [O   ], se trazan arcos de 
circunferencia que cortan al lado terminal  [OB], en los puntos        
 
  respectivamente, siendo 
los arcos de circunferencia generados          
                                                               Figura 2.5. 
Los arcos de circunferencia son proporcionales a sus respectivos radios, por lo tanto k
r
s
r
s

2
2
1
1
. 
La proporción anterior indica que   es la constante de proporcionalidad de 
r
s
, la longitud de arco 
sobre el radio siempre es un valor constante para un ángulo fijo. De esta forma todo ángulo 
determina un único valor fijo  , que determina la medida de un ángulo en radianes. En 
consecuencia, un ángulo medirá un radián cuando la longitud de arco subtendido   sea igual al 
radio   de la circunferencia que forma, es decir, si    , entonces 
 
 
           
Estos sistemas son proporcionales entre sí, lo que significa que se pueden realizar transformaciones 
entre ellas, además las razones trigonométricas pueden ser expresadas en cualquiera de los 
sistemas anteriores. 
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2.12. Razones trigonométricas: 
Con base en los conceptos de “proporcionalidad entre segmentos” y la aplicación “proyección 
paralela”, pueden establecerse las proporciones entre los lados correspondientes (Figura 2.6). 
                                                                 Figura 2.6. 
 
 Ya que los triángulos OP’P ≈  OQ’Q≈ OR’R son semejantes, y se tiene un ángulo fijo θ, esto es:
1
][
]'[
][
]'
][
]'[
k
OR
OR
OQ
QQ
OP
PP

 y como esas razones tiene siempre un valor constante para un ángulo dado, 
   recibe el nombre de “seno del ángulo θ” que se simboliza s    . De forma similar se plantea la 
proporción 
2
][
]'[
][
]'[
][
]'[
k
OR
OR
OQ
OQ
OP
OP

 en donde la razón    se le llama coseno del ángulo θ y se 
simboliza      . 
La semejanza de triángulos permite establecer otras proporciones a cuyas razones se le darán los 
nombres respectivos. Estos cocientes indicados conforman las razones faltantes, así: 
 
3
]'[
]'[
]'[
]'[
][
]'[
k
OR
RR
OQ
QQ
OP
PP
  , con     llamada tangente del ángulo θ, (tan θ). 
4
]'[
]'[
]'[
]'[
]'[
]'´[
k
RR
OR
QQ
OQ
PP
PO
  , con     llamada cotangente del ángulo θ, (cot θ) 
[  ]
[   ]
 
[  ]
[   ]
 
[  ]
[   ]
   , con     llamada secante del ángulo θ, (sec θ). 
[  ]
[   ]
 
[  ]
[   ]
 
[  ]
[   ]
    , con    llamada  cosecante  del ángulo θ, (csc θ). 
Con las definiciones de las razones trigonométricas expresadas en términos de los segmentos que 
forman los lados del triángulo rectángulo, no implica ningún sistema de coordenadas, por lo tanto 
pueden utilizarse para definir las razones trigonométricas de cualquier ángulo agudo de un 
triángulo rectángulo, así: 
 
 
 
 
 
 
 
                                                              Figura2.7. 
De la razón trigonométrica a la función trigonométrica 
 
35 
 
Para un triángulo rectángulo        [  ]    [  ]        [  ]     con             , se 
tiene que: 
       
 
 
         
 
 
        
 
 
        
 
 
        
 
 
           
 
 
  
Los nombres asignados a los números reales           según la posición en el triángulo son: cateto 
opuesto al ángulo de referencia, cateto adyacente al ángulo de referencia e hipotenusa 
respectivamente. 
Las razones trigonométricas así definidas se limitan a la resolución de triángulos rectángulos, es 
decir que los ángulos de referencia están entre 0° y 90° (          Bajo estas condiciones no 
se puede hablar de                        ya que con estos ángulos de referencia no se forma 
triángulo rectángulo, por lo tanto para considerar con sentido estos valores, se define una relación 
funcional sobre un plano cartesiano en una circunferencia unitaria en donde a cada ángulo θ en 
radianes se le asigne un punto de coordenadas       sobre dicha circunferencia, a esto se le conoce 
como la “función coordenada”. 
2.13. Representación de las razones trigonométricas como segmentos: 
Las razones trigonométricas se representan gráficamente sobre la construcción de un triángulo 
rectángulo contenido en una circunferencia de radio   y uno de sus ángulos agudos con vértice en 
el centro de la circunferencia sobre un plano de coordenadas x, y. Los resultados de estos cocientes 
se reducen si se considera la circunferencia de radio 1 (figura 2. 8.) y centro en el punto (0,0) del 
plano, así: 
         
[  ]
[  ]
 
[  ]
 
 [  ]        
[  ]
[  ]
 
[  ]
 
 [  ]        
[  ]
[  ]
  
[  ]
 
 [  ] 
       
[  ]
[  ]
 [  ]          
[  ]
[  ]
  
[  ]
 
 [  ]        
[  ]
[  ]
  
[  ]
 
 [  ]                                  
 
 
 
 
 
 
 
 
                                     Figura 2.8. 
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2.14. Función Coordenada: 
La definición de la función coordenada parte de la circunferencia unitaria ubicada en un plano 
cartesiano con centro en el punto       y radio 1, cuya ecuación canónica es         y su 
longitud   es    . Como      entonces         en donde        
                                                              Figura 2.9 
Por lo tanto es posible asociar a cada número real un punto de la circunferencia unitaria así: 
El punto   de la recta real se asocia con el punto       de la circunferencia. Si la parte positiva de 
la recta se envuelve alrededor de la circunferencia en el sentido contrario al desplazamiento de las 
manecillas del reloj y la parte negativa de la recta real alrededor de la circunferencia en el mismo 
desplazamiento de las manecillas del reloj, puede verse que existe una función que asocia a cada 
número real un punto de la circunferencia (Figura 2.9.). A esta función se le llama la función 
coordenada  , que puede escribirse,        tal que                          . 
De esta forma puede verse que el dominio de   son los números reales y el recorrido es 
               . Se observa además que el número real     es la longitud de arco, que va 
desde  el punto (1,0) hasta el punto de coordenadas      . 
También se cumple que la longitud de la circunferencia   es   , luego la longitud de dos giros es 
  , de tres giros es    y así sucesivamente, por lo tanto la función coordenada es periódica  y su 
periodo es   . Esto es            ) para todo número real θ. Luego, puede verificarse que: 
 (
 
 
)                      (
  
 
)          ( 
 
 
)                        
Y por la simetría de la circunferencia se tiene que si             entonces             , 
con       Con base en lo anterior  se pueden hallar algunos valores especiales, por ejemplo: 
A.  (
 
 
)  
 
 
 
 
 
 
 
                                                   Figura 2.10. 
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Sea  (
 
 
)         como  (
 
 
)   (
 
 
 
 
 
) entonces  (
 
 
) es el punto medio del arco de 
la circunferencia unitaria que une los puntos (1,0) y (0,1) (Figura 2.10). Por la simetría de 
la circunferencia se tiene que     pero el punto       cumple con la condición    
     , por lo tanto  
        , entonces        en donde     
√ 
 
 , como     entonces     
√ 
 
, pero 
      son positivos por lo tanto  (
 
 
)  (
√ 
 
 
√ 
 
)  
B.  (
 
 
)  
Sea  (
 
 
)    (
 
 
  ), entonces  (
 
 
) es  el punto que está situado en la tercera parte del arco de 
la circunferencia que une los puntos (1,0) y (-1,0) (Figura2.11.). 
Las longitudes de los arcos     ̂  y     ̂ son iguales,  por lo tanto, las cuerdas [    ]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  y [    ]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ son 
                                                                  Figura 2.11. 
Por fórmula de la distancia entre dos puntos, se tiene:       ̅̅ ̅̅ ̅̅  
                y 
       
  (      )
 
       . Como las distancias son iguales se tiene que: 
              (      )
 
        
               
Pero          entonces           ordenando            factorizando  
              , por lo tanto            
 
 
. 
Pero       es un punto en el primer cuadrante, es decir      e      entonces   
 
 
. 
Reemplazando   
 
 
 en          se tiene que    
√ 
 
  por lo tanto  (
 
 
)  (
 
 
 
√ 
 
)  
2.15. Funciones Seno, Coseno y Tangente: 
La función coordenada P asocia a cada número real θ un par ordenado       en la circunferencia 
unitaria. Esto es        tal que           , en donde al ser el recorrido una pareja ordenada, 
existe la necesidad de separar las coordenadas para realizar un estudio de cada asignación. 
Las funciones quedarán definidas así: 
       
                , que recibe el nombre de Seno, luego           es equivalente a s      
 .  
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De la misma forma       
                                              , recibe el nombre de Coseno, luego             es equivalente a 
c       . 
 
Con base en estas definiciones de s      y c     , es posible calcular valores de estas funciones 
con la circunferencia unitaria así: Si    , se tiene que    ,     entonces como s        
por lo tanto         . De igual forma como           por lo tanto c        (Figura 2.12.). 
Figura 2.12. 
Una tercera función también definida de reales en reales, se expresa así,       
 
 
  con    , esta 
función recibe el nombre de tangente y se expresa así:  
                 
                            
 
 
, con      
2.16. Transformaciones de las funciones trigonométricas 
 
En forma general las funciones trigonométricas se pueden alargar, contraer, reflejar o trasladar 
teniendo en cuenta los elementos que las componen así: dada la función trigonométrica  , la 
expresión              , es una triple composición sobre la función que se puede analizar 
sobre  los valores que toman las componentes A, B, C y D así: 
La componente A. 
Si A>0, es una ampliación o reducción vertical. 
Si A< 0, es una reflexión con respecto al eje X. 
La componente B. 
Si B>0, es una ampliación o reducción horizontal. 
Si B<0, es una reflexión con respecto al eje Y. 
La componente C. 
Si C>0, es una traslación horizontal a la izquierda. 
Si C<0, es una traslación horizontal a la derecha. 
La componente D. 
Si D>0, es una traslación vertical hacia arriba. 
Si D<0, es una traslación vertical hacia abajo. 
Las aplicaciones se harán a las llamadas funciones sinusoidales, que son funciones relacionadas 
con seno y coseno o una combinación de ellas, en donde la periodicidad de estas dos funciones 
juega un papel importante en la graficación de estas funciones. 
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CARACTERISTICAS: 
Las gráficas de las funciones                e                , con B>0, se 
pueden  obtener a partir de las gráficas de las funciones                 , con los elementos 
siguientes: 
 
Amplitud:     que es el promedio de la diferencia entre el valor máximo y el valor mínimo. 
Periodo:  
  
 
 
Desfase: 
 
 
 es el desplazamiento horizontal, que puede ser a la derecha o a la izquierda dependiendo 
del signo de C. 
Desplazamiento Vertical: Traslación vertical de D unidades de la gráfica de           .  
 
Por ejemplo, al graficar  la función             
 
 
  , se obtiene: 
Amplitud =       , periodo = 
  
 
  
 
 
 , desfase = 
 
  
. 
 
                                                                 Figura 2.13. 
Estos elementos son aplicados a fenómenos vibratorios y ondulatorios que aparecen en todas las 
ramas de la física, empezando por el movimiento armónico simple que se define como la 
proyección de un movimiento circular uniforme sobre una línea recta. La terminología especial 
para la física no difiere mucho de la utilizada anteriormente, por ejemplo para el movimiento de 
una partícula , con proyección en el eje x, 
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En donde   es la elongación o posición de la partícula en un tiempo  , contado a partir del centro 
del movimiento,    es la velocidad angular o frecuencia angular    
  
 
, A es la amplitud y   es 
la fase inicial del movimiento, es decir, que para una partícula que vibra verticalmente con la 
ecuación         
 
 
   , en donde   está en centímetros y   en segundos, considerando el sentido 
positivo hacia arriba. 
 
                                                            Figura 2.14. 
La amplitud      , el periodo    
  
 
 
  
 
 ⁄
  , por lo tanto se requieren 6 segundos para una 
vibración completa de la masa    La posición inicial de la partícula es 8cm, esto es cuando    , 
para        el cuerpo baja      , es decir que se encuentra a       del origen y así 
sucesivamente. La gráfica de la función corresponde a la figura 2.14. 
 
                                                               Figura 2.15. 
                   



















x
y
           


















x
yy = cos(x)
y = 2cos(3x+pi)-1
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Tomemos ahora la función               , en ella la amplitud es 2, el periodo es 
  
 
 el 
desfase es de  
 
 
  y el desplazamiento vertical es     La gráfica corresponde a la figura 2.15. 
Con base en los elementos anteriores se puede deducir la ecuación de la onda de la siguiente 
manera, se supone una cuerda de longitud infinita. En x=0, una fuente mueve la primera partícula 
de la cuerda con movimiento armónico simple, de ecuación           
Las siguientes partículas de la cuerda se pondrán en movimiento cuando la onda producida por la 
primera partícula llegue a ellas con velocidad constante  , momento en el cual las partículas se 
desplazan con un movimiento armónico simple. Luego una partícula de la cuerda ubicada en  , 
vibrará con un movimiento armónico simple después de un tiempo   ⁄  de ecuación          , 
siendo    el tiempo a partir de la llegada de la onda, esto es      
 
 
 . Por lo tanto la ecuación de 
la onda en un tiempo   es, 
        (  
 
 
), que se puede escribir de otra manera:        (   
  
 
) y como la 
longitud de onda λ =     
  
 
, es decir 
 
 
 
  
 
, por lo tanto       (   
  
 
 ) será la 
ecuación de la onda. Al nuevo parámetro    
  
 
 se le llama número de la onda angular (número 
de ondas que contiene un ángulo de    radianes cuyas unidades en el sistema internacional serán 
rad/m). 
 
En forma abreviada la ecuación de la onda será:                cuando la onda se desplaza 
en el sentido positivo del eje x, además para           su elongación es máxima. 
                                                                     Figura 2.16. 
La ecuación de una onda transversal o longitudinal permite deducir de qué lado viaja la onda, y 
cuales son su amplitud, su frecuencia, su periodo, su longitud de onda y su velocidad de 
propagación. De la ecuación               , se puede deducir que      , el periodo 
      , la velocidad de propagación          y se dirige hacia el sentido positivo de las  . 
La elongación     cuando     y    . Su gráfica corresponde a la figura 2.16. 
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2.17. El problema de la cuerda vibrante: 
2.17.1Ecuación unidimensional de la onda: 
Las series de Fourier surgen de forma natural al abordar el problema de la cuerda vibrante 
planteado por Taylor en 1713, y que se describe de la siguiente forma: Se supone una cuerda 
homogénea y tensa de longitud L sujeta por sus extremos, como en una guitarra o un violín. Si se 
aparta de la posición de equilibrio y luego se suelta, la cuerda comienza a vibrar y la pregunta es 
¿cómo es esta vibración?, ¿cuál es su forma en cada instante?  
Si se parte de una tensión constante, que la cuerda vibra en un plano y que no se aparta mucho de 
su posición de equilibrio, el problema se simplifica a lo que se conoce como la ecuación 
unidimensional de la onda, cuya expresión es: 
   
   
   
   
   
 , siendo x un punto de la cuerda entre 0 
y L (     ), el tiempo    , una constante positiva   √
 
 
 que depende de la densidad de la 
cuerda   y de la tensión de la cuerda  , y        que será la incógnita, es decir la función que 
representa el desplazamiento vertical desde la posición de equilibrio     sobre el punto x en el 
instante t [8]. 
                                                               Figura 2.16. 
La solución de la cuerda vibrante que se busca        no solo debe cumplir la ecuación de la onda, 
también debe cumplir unas condiciones que vienen dadas por la naturaleza del problema, además 
como la cuerda está fija por sus extremos, se tiene que: 
                                           
Estas dos condiciones se llaman                        , porque afectan los valores de la 
variable espacial x en la frontera de su intervalo de variación      . Por otro lado, se deben 
suponer conocidas la posición inicial de la cuerda        y la velocidad inicial 
  
  
       que 
vienen dadas por las funciones            así: 
              
  
  
                        
Estas dos condiciones se llaman                       porque fijan las condiciones físicas de 
partida en el instante inicial      En este caso la velocidad inicial      es nula. En resumen, el 
problema consiste en hallar una función       que cumpla, 
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A. La ecuación de la onda:  
   
   
   
   
   
  para       y      
B. Las condiciones de contorno:                          
C. Las condiciones iniciales:                           y 
  
  
         
.      
Donde c es una constante positiva y    una función dada. 
Por ejemplo, la función             (
  
 
)    (
   
 
) es una solución de la cuerda vibrante 
cuando el desplazamiento inicial es           (
  
 
)  En este caso, la frecuencia de oscilación de 
la cuerda es   
  
 
 
 
 
√
 
 
 , lo que quiere decir que a mayor longitud o mayor densidad el sonido 
es más grave y que a mayor tensión el sonido es más agudo. Esta solución también puede 
escribirse como        
 
 
(   (
       
 
)     (
       
 
)), que se interpreta como la 
superposición de dos ondas que viajan en sentido contrario con velocidad constante c. Esta es la 
solución propuesta por D´Lambert en 1747. 
2.17.2. Solución de D´Lambert: 
La forma como D´Lambert calculó la solución general de la ecuación unidimensional de la onda 
fue haciendo el siguiente cambio de variables independientes: 
                          
Con este cambio de variables, la ecuación 
   
   
   
   
   
 se transforma en    
   
    
    
Integrando con respecto a   y a  , se obtiene que                 , o sea que la función 
                       donde Φ y Ψ son funciones de una variable. Observe que como 
no se ha impuesto ninguna condición, esta es la solución general de la ecuación de la onda; este es 
uno de los pocos casos en los que puede hallarse una solución explícita. Observe también que la 
gráfica         se obtiene desplazando la gráfica      hacia la derecha con velocidad   y que 
la gráfica de         se obtiene desplazando la gráfica      hacia la izquierda con velocidad  . 
En resumen, la solución general de la ecuación de la onda consiste en la superposición de dos 
ondas que viajan a la misma velocidad pero en sentido contrario. Ahora, si se imponen ciertas 
condiciones iniciales, se puede obtener de forma explícita las funciones   y Ψ. Por ejemplo, la 
solución del problema 
A. La ecuación de la onda:  
   
   
   
   
   
  para       y      
B. Las condiciones de contorno:                          
C. Las condiciones iniciales:                            y  
.
  
  
                         
Es de la forma                       , siendo: 
     
 
 
 ̃    
 
  
∫  ̃     
 
 
 
     
 
 
 ̃    
 
  
∫  ̃     
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Donde  ̃ y  ̃ son las extensiones               e impares de las funciones   y  , 
respectivamente. Esta expresión se conoce como la solución de D´Lambert al problema de la 
cuerda vibrante. 
2.17.3. El método de separación de variables: 
Aplicado al problema de la cuerda vibrante con velocidad inicial cero, se busca la función        
que cumpla: 
A. La ecuación de la onda:  
   
   
   
   
   
  para       y      
B. Las condiciones de contorno:                          
C. Las condiciones iniciales:                            y  
.
  
  
                         
Donde   es una constante positiva y   es una función dada (posición inicial de la cuerda). 
El objetivo del método de separación de variables propuesto por D. Bernoulli en 1753, es buscar 
soluciones de la ecuación unidimensional de la onda  
   
   
   
   
   
 que sean de la forma        
         donde      y      son funciones de una variable (no nulas salvo para el caso trivial en 
que   sea la función cero). Si                  entonces se tiene que   
   
   
             y   
   
   
             así que la ecuación de la onda será: 
                       , es decir 
      
    
 
 
  
      
    
. 
 
Como el lado derecho de la ecuación está en función de   y el lado izquierdo en función de 
   ambos deben ser constantes. Si se toma por convención      como el valor de la constante, de 
la expresión se desprenden dos ecuaciones diferenciales de segundo orden para      y      así: 
                                      cuyas soluciones dependen del signo de λ. El 
siguiente paso es aplicar las condiciones de contorno                   y 0        
          
 
Como z    no es cero, debe ocurrir que              Por lo tanto, la función      es la 
solución del problema de contorno                con        y         
Este tipo de problemas, a diferencia de los problemas de valor inicial, no siempre tienen solución 
o, si la tienen, no necesariamente es única. 
 
Observe que ocurre en cada caso según sea el signo de λ. 
1. Si       es negativo, entonces la solución general de                es      
   
      
   y al aplicar            , queda únicamente la solución trivial 
      . 
2. Si    , entonces la solución general de                es              y, al 
aplicar              de nuevo queda únicamente la solución trivial       . 
3. Si      número positivo, entonces la solución general de                es 
                          Ahora, al aplicar la condición       , queda      
          y al aplicar         la resultante será              Esto vuelve a dar la 
solución trivial, salvo que    sea un múltiplo entero de  , es decir salvo para   
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En resumen, el problema de contorno                                      únicamente 
tiene solución trivial para una sucesión de valores de λ que son    
    
  
  con          ; 
dichas soluciones son          (
   
 
) con           
Al sustituir estos valores de λ en la ecuación que verifica     , esta queda          
      
  
     
  cuya solución general es:      (
    
 
)       (
    
 
)  
 
En este punto el método de separación de variables ha proporcionado una colección de funciones 
   (
   
 
) *     (
    
 
)       (
    
 
)+  con          , que verifican la ecuación de la onda y 
las condiciones de contorno. Si se aplica la segunda condición inicial 
  
  
       , entonces  , 
debe ser cero, con lo cual queda la colección de soluciones           (
    
 
)    (
    
 
) 
con            a falta de aplicar la primera condición inicial              
 
Es claro que si      es una de las funciones    (
   
 
) o una combinación lineal de estas,      
∑   
 
      (
   
 
)  entonces la correspondiente combinación lineal será 
       ∑   
 
      (
   
 
)     (
    
 
), que es la solución buscada. La segunda idea fundamental 
de D. Bernoulli fue postular que cualquiera que fuera la posición inicial     , esta se puede 
escribir como una superposición infinita de sinusoidales      ∑   
 
      (
   
 
), con cuyos 
coeficientes se puede construir la solución del problema        ∑   
 
      (
   
 
)    (
    
 
). 
 
Esto es posible si la función      cumple con las condiciones de Dirichlet4, en cuyo caso       
∑   
 
      (
   
 
), es el desarrollo de      en series de senos en medio intervalo [   ]; es decir, 
la serie de Fourier  de la extensión              impar de      cuyos coeficientes vienen dados 
por    
 
 
∫     
 
 
   (
   
 
)    con                      
 
Una vez calculados estos coeficientes, la solución de la cuerda vibrante viene dada por        
∑   
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), que es la solución de Bernoulli. Desde el punto de vista musical, se 
puede ver esta solución como una superposición de armónicos, el primero de los cuales da la 
frecuencia fundamental de la vibración, esto es    
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√
 
 
      , en términos 
de la longitud de la cuerda L, la tensión T  y la densidad ρ. Las siguientes frecuencias 2w, 3w, …, 
proporcionan lo que se conoce en música como la octava, la dominante, etc, y explican la razón del 
postulado pitagórico que menciona que para conseguir sonidos armónicos al pulsar varias cuerdas 
iguales (en tensión y densidad), sus longitudes deben estar en proporciones numéricas sencillas 
(
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  ). 
 
Por ejemplo, si el desplazamiento inicial de la cuerda viene dado por: 
                                                           
4 Condiciones que una determinada función f(x) debe cumplir para poder ser representada como una serie 
de Fourier, como ser periódica, univaluada y continua a trozos con un número finito de máximos y 
mínimos. Por último ∫         
   
    
 debe ser convergente en el intervalo [        ] donde está definida 
la función de periodo  . 
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En donde la solución general de la ecuación unidimensional de la onda  
   
   
   
   
   
 es 
                       , además  Φ y Ψ son funciones de una variable. 
 
El estudio del paso de la razón trigonométrica a la función trigonométrica se ha iniciado desde los 
conceptos básicos de  cantidad, magnitud, razón de segmentos y  proporción,  hasta las 
aplicaciones de las funciones trigonométricas en la solución del problema de la cuerda vibrante. La 
comparación de dos segmentos que conforman los lados de un triángulo rectángulo, sus 
aplicaciones en diferentes ambientes y la resolución de triángulos que es en términos generales la 
forma indirecta de realizar mediciones a través de un proceso de razonamiento deductivo ha sido la 
base sobre la cual se ha  construido sistemáticamente a través de tiempo una teoría matemática 
sólida que continua en permanente desarrollo. Este proceso ha permitido inicialmente  hallar la 
altura de las pirámides, la distancia al centro de la tierra, la distancia al sol y algunas estrellas. Los 
antiguos griegos contribuyeron en forma notable en el arte de la medición indirecta, creando 
fórmulas para hallar áreas, volúmenes y longitudes. Mediante el uso de estas fórmulas, pudieron 
determinar la circunferencia de la tierra con un error de sólo un 2%, además estimaron la distancia 
a la luna. Instrumentos antiguos como el cuadrante, el sextante y el astrolabio hicieron un aporte 
importante al desarrollo de la trigonometría, la astronomía  y la navegación con la aplicación de las 
razones trigonométricas. 
 
Ahora, las funciones trigonométricas nacen de forma natural como una generalización de las 
razones trigonométricas inicialmente tomadas como una  relación de dominio angular y recorrido 
un subconjunto de los números reales, luego con la transformación de los grados en radianes se 
establece una relación uno a uno con los números reales mediante una función de envolvimiento 
llamada función coordenada teniendo así funciones de reales en reales, y dada la naturaleza 
periódica de ellas empezó a relacionarse con fenómenos periódicos en la naturaleza que no tenían 
nada que ver con ángulos y triángulos, pasando de un tratamiento discreto de las funciones 
trigonométricas a un tratamiento continuo de las mismas llamadas ahora funciones circulares útiles 
en matemáticas avanzadas y las ciencias, incluyendo el cálculo. Propiedades de estas funciones y 
la utilización de notación estándar y=f(x), permite relacionarlas con fenómenos físicos como el 
movimiento armónico simple y el movimiento ondulatorio que deriva en la solución del problema 
de la cuerda vibrante, al que se ha dedicado la última parte de este capítulo.
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                                                      Capítulo 3 
 
Unidad didáctica: de la razón trigonométrica a la función 
trigonométrica. 
 
3.1. Justificación: 
   Problema didáctico: Es bastante notoria la dificultad que tienen algunos los estudiantes de 
grado 10° para resolver problemas relacionados con las razones trigonométricas, esta  proviene  en 
ocasiones de un aprendizaje memorístico, en donde la interpretación del concepto de razón y 
proporción es casi nula. Además, el formalismo con el que se presentan estos temas y el tipo de 
representaciones utilizadas contribuye en ocasiones, a la poca comprensión y, por lo tanto, bajo 
desempeño. Es importante destacar que las razones trigonométricas se constituyen en el paso 
inicial hacia la construcción del concepto de función trigonométrica en donde se espera llegar a la 
forma más abstracta posible, una función  con dominio real y recorrido real. Es por ello que se 
hace necesario probar diferentes  herramientas para trabajar en el aula las razones trigonométricas 
tendientes a mejorar los niveles de comprensión de las mismas. Una de las herramientas 
pedagógicas que será utilizada en nuestra  propuesta es el  instrumento histórico conocido como el 
cuadrante mural [19], que puede ser elaborado de forma casera y que es utilizado para la medición 
de ángulos de elevación.  
  Resultados esperados: Se espera con esta unidad didáctica que el aula de clase sea una 
comunidad de aprendizaje en donde el estudiante pueda construir su propio conocimiento y que el 
docente cuente con una nueva herramienta pedagógica en trigonometría. Se espera también, hacer 
un recorrido por la historia de las matemáticas partiendo de los conceptos básicos como cantidad, 
magnitud y medida de magnitudes, pasando por la proporcionalidad entre magnitudes, la constante 
de proporcionalidad y la proporcionalidad entre segmentos que son la base para  que los 
estudiantes realicen un estudio de la trigonometría  sobre  el concepto de razón trigonométrica y 
sus aplicaciones  en situaciones de medición indirecta en contextos reales y mostrar el desarrollo 
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extensivo a otras disciplinas como la astronomía, la cartografía, la navegación o la física por medio 
de la experimentación. Además se espera que los estudiantes con base en el sistema de 
coordenadas rectangulares puedan llegar de la generalización de las razones trigonométricas a las 
funciones trigonométricas útiles en las matemáticas avanzadas para describir fenómenos físicos. Y 
por último, se espera que se establezcan varias diferencias entre razón trigonométrica y función 
trigonométrica. 
3.2. Objetivos 
3.2.1. Objetivo general 
Desarrollar competencias matemáticas mediante guías de trabajo  que faciliten el paso de la razón 
trigonométrica a la función trigonométrica. 
3.2.2. Objetivos específicos 
1. Realizar actividades que permitan aclarar conceptos como magnitud, cantidad, 
proporcionalidad entre magnitudes, proporcionalidad entre segmentos, razón 
trigonométrica y función trigonométrica. 
2. Resolver problemas prácticos de medición indirecta que requieran el uso instrumentos de 
medición y de las razones trigonométricas. 
3. Mostrar algunas aplicaciones de las funciones Seno y Coseno al movimiento ondulatorio. 
3.3. Capacidades matemáticas a fortalecer 
1. Experimentar, tomar datos y predecir: Usar la experimentación en procesos matemáticos 
que permitan una comprobación de mediciones por diferentes métodos. 
2. Lenguaje formal: Introducir de forma progresiva el lenguaje apropiado de las matemáticas 
y su simbología. 
3. Describir y modelar fenómenos periódicos: Ubicar al estudiante en situaciones del mundo 
real en las cuales se aplican las relaciones y funciones trigonométricas. 
 
3.4. Método de trabajo  
1. Actividades  introductorias conceptuales. 
2. Actividades de experimentación y medición. 
3. Ejercicios y actividades de aplicación. 
 
3.5. Recursos 
Como materiales didácticos se podrán utilizar los siguientes recursos: 
1. La calculadora científica se hace casi indispensable para el desarrollo de los contenidos 
procedimentales correspondientes a esta unidad: el cálculo de una razón trigonométrica de 
un ángulo o la obtención de la medida de un ángulo del que se conoce una de sus razones. 
2. Los programas informáticos dotados de herramientas matemáticas en general permiten 
realizar de forma sencilla operaciones con ángulos y razones trigonométricas de ángulos. 
Entre ellos se puede señalar la aplicación WINPLOT, o DERIVE. A Mathematical 
Assistant.  
3.  Los programas informáticos interactivos de tipo geométrico, tales como la aplicación 
GEOGEBRA o CABRI. Géometre II, permiten realizar gráficos a escala que facilitan el 
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estudio de las razones trigonométricas de un cierto ángulo y de situaciones de tipo 
geométrico o topográfico. 
4.  Instrumentos de medición de distancias y ángulos: cintas métricas, transportadores de 
ángulos, cuadrante, goniómetro, teodolitos, etc. Algunos de ellos pueden ser construidos 
por los propios alumnos. 
 
3.6. Actividades 
Las actividades o experiencias de aprendizaje son el conjunto de tareas o actuaciones de toda 
índole que los estudiantes deben realizar para alcanzar los objetivos previstos y adquirir los 
contenidos seleccionados. 
 
3.6.1. Taller N° 1:Conceptos básicos 
Magnitud y cantidad: 
3.6.1.1 Objetivos: 
1. Aclarar los conceptos de Magnitud y cantidad. 
2. Construir problemas basados en la cotidianidad para aclarar los conceptos anteriores. 
3.6.1.2. Justificación: 
Los conceptos  de magnitud y cantidad son la base sobre la que se construyen otros conceptos 
como la proporcionalidad y la semejanza, es por ello de vital importancia realizar un estudio que 
permita definirlos y diferenciarlos. 
3.6.1.3. Actividad N°1. Lectura: Magnitud y medida: 
Con base en la lectura “Cantidad y medida”, (anexo A) resuelve el siguiente cuestionario: 
1.  Haz un comentario sobre la definición de magnitud y encuentra en lo posible un contraejemplo 
a las situaciones allí planteadas. 
2. ¿Qué clases de magnitudes hay? 
3. ¿Cómo se mide una cantidad? 
4. ¿Qué es una cantidad mensurable? 
5. Menciona algunas “cantidades de magnitud” diferentes a las de la lectura. 
6. En Física, ¿Cuáles son las magnitudes fundamentales? 
7. Cuando se mide la altura de un objeto, en realidad se mide la____________ 
8. Enumera 3 formas de medir longitudes con partes de tu cuerpo. 
9. ¿Qué otras formas de medir longitudes conoces? Enumera 3 de ellas. 
10. Consulta cómo se define actualmente la unidad del sistema métrico decimal. 
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3.6.2. Actividad N°2. Semejanza de figuras: 
3.6.2.1. Objetivos: 
1. Comparar figuras mediante una escala para luego aplicar los criterios de semejanza. 
2. Identificar la proporción como la comparación de dos razones. 
3. Mostrar la utilidad del teorema de Thales.  
3.6.2.2. Justificación: 
La confusión que se presenta comúnmente entre los términos semejante y parecido hace necesario 
aclarar las diferencias entre uno y otro. Cuando se comparan figuras en tamaño y forma, se debe 
acudir al significado matemático. Esta noción conduce a la semejanza entre triángulos. 
3.6.2.3. Actividad N°3: Semejanza y escala 
1. Sobre un papel cuadriculado haz un dibujo semejante a este amplificado al triple de su 
tamaño. 
 
 
 
 
 
 
2. El mapa de Bogotá está a una  escala de 1:1000m. ¿La distancia en kilómetros  entre La 
Concordia y Pablo VI es?                   
3. Mide sobre el plano los segmentos   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅ . Determina cuál es la distancia real entre 
los pueblos. 
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4. Los planos de una avioneta están hechos a una escala de 1:50. Si las medidas son: Largo: 
32cm, Ancho: 24cm y Alto: 8cm. Hallar las dimensiones reales del aparato. 
5. Resuelve la experiencia de campo N°1  (Anexo B) 
3.6.2.4. Actividad 4: Criterios de semejanza 
1. Explica por qué  son semejantes dos 
triángulos rectángulos que tienen un 
ángulo agudo igual. 
2. Observa los siguientes triángulos 
rectángulos y determina cuales son 
semejantes entre sí. Nota: determina el 
ángulo faltante de cada uno de ellos. 
 
 
 
3. Explica por qué estos dos triángulos isósceles son semejantes 
partiéndolos en triángulos rectángulos. (Los ángulos señalados 
miden 40° cada uno.) 
4. El triángulo grande     y el pequeño son  rectángulos. Explica 
por qué son semejantes. 
 
 
 
 
5. Resuelve la experiencia de campo N°2  (Anexo C) 
3.6.2.5. Actividad 5: ¿sabes qué es el pantógrafo? 
1. Lectura “Historia del pantógrafo” (Anexo D) 
2. Construye tu pantógrafo con base en el siguiente modelo. 
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3. Amplia la siguiente caricatura con tu pantógrafo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4. ¿Con qué medidas del pantógrafo se triplicarían las dimensiones de la figura anterior? 
 
3.6.2.6. Actividad 6: teorema de Thales 
1. El teorema de Thales de Mileto tiene como base el concepto de razón geométrica, que es la 
comparación de dos cantidades por medio del cociente. Este puede ser expresado entre las 
cantidades a y b mediante dos punto así a:b o puede ser expresado también mediante la 
barra que indica cociente así 
 
 
 , en ambos casos se lee “a es a b” y se realiza el cociente de 
a en b. Note que al ser un cociente la operación no es conmutativa, es decir que siempre se 
divide el antecedente “a” en el consecuente “b”.  
2. Ejercicio: 
a. Halla la razón geométrica entre 60 y 12. 
b. Halla la razón geométrica entre 12 y 60. 
c. El mayor de dos números es 63 y su razón es de 7 a 5. Halla el número menor. 
d. Dos números son entre sí como 3 es a 19. Si el menor es 12, ¿cuál es el mayor? 
3.   Realice la Lectura “Teorema de Thales de Mileto”( Anexo E) para resolver lo siguiente: 
Las rectas         son paralelas. Determina el valor de x. 
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4. Observa el siguiente proceso geométrico: El 
segmento de recta   ̅̅ ̅̅  se divide en tres 
partes iguales. Por el extremo B se traza una 
recta cualquiera  , que delimitaremos por el 
segmento de recta   ̅̅ ̅̅ . Ahora dividimos el 
segmento   ̅̅ ̅̅  en tres partes iguales 
marcadas en los puntos Q y P. Por último 
trazamos el segmento   ̅̅ ̅̅  en líneas 
punteadas y de los puntos Q y P trazamos dos segmentos de recta hacia las flechas que 
están en rojo, obteniendo así tres segmentos de recta paralelos. 
Ejercicio: Realiza el mismo proceso si   ̅̅ ̅̅  mide 7cm y se realizan 5 divisiones en partes 
iguales. 
 
 
 
 
 
 
 
5. Se sabe que las rectas       son paralelas. ¿Se puede decir que la recta   es paralela a las 
rectas      ? ¿por qué? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. Observa el siguiente proceso geométrico que se le llama ubicar el triángulo en posición 
de Thales y determina el valor de x. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7. Los triángulos formados por el poste y la vara vertical, están en la posición de Thales? 
¿por qué? 
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8. La parte superior de un árbol se refleja en un charco, de tal forma que los ángulos entre los 
triángulos son iguales. Si la altura de los ojos de la persona al piso es de 174cm, ¿cuál es la 
altura del árbol? 
 
 
 
3.6.3. Taller N° 2: 
Razones trigonométricas y triángulos rectángulos 
3.6.3.1. Objetivos: 
1. Definir las razones trigonométricas de un triángulo rectángulo. 
2. Obtener las relaciones entre las razones trigonométricas de ángulos complementarios, 
ángulos suplementarios y ángulos opuestos. 
3. Utilizar las relaciones trigonométricas para resolver problemas de aplicación (medición 
indirecta).  
 
3.6.3.2. Justificación: 
Las razones trigonométricas no son entendidas en muchas ocasiones  como la semejanza entre 
triángulos y sus aplicaciones no resultan como consecuencia de la comprensión que subyace de 
este concepto.  
3.6.3.3. Actividad 1: razones trigonométricas 
1. En la figura siguiente, identifica las seis posibles razones del triángulo rectángulo para el 
ángulo θ:  
 
 
 
 
 
2. Las razones del punto anterior se conocen como razones trigonométricas definidas para el 
ángulo θ. Sus nombres son: Seno, Coseno, Tangente, Cotangente, Secante y Cosecante, 
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ahora escribe al frente de la forma abreviada el número correspondiente a la razón que 
elegiste en el punto anterior. 
 
 
 
 
 
 
3. El prefijo “co” se refiere a una relación de ángulos complementarios, ya que la suma de los 
dos ángulos agudos de un triángulo rectángulo siempre es 90°. En el siguiente cuadro 
presenta esa relación. Escriba las razones correspondientes y observe las relaciones 
complementarias.  
 
 
 
      
 
 
 
4. Un estudiante utiliza un cuadrante para medir el ángulo de elevación al extremo de un 
poste a 10m de distancia. Si el nivel de sus ojos con respecto al piso es de 1.6m y el ángulo 
obtenido es de 30°, ¿cuál es la altura del poste? 
  
 
 
 
 
 
 
A. La siguiente figura contiene la interpretación geométrica 
de las razones trigonométricas, en donde O es el centro del 
círculo de radio 1, θ es el ángulo agudo AOD, D es el punto 
de intersección del lado terminal del ángulo θ con el círculo, 
y EC es la tangente al círculo en el punto D. Expresa en tres 
figuras diferentes triángulos en la posición de Thales.  
B. ¿qué sucede a cada una de las razones                   y 
luego con las razones                   cuando el ángulo θ 
se aproxima a 90°? 
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C. ¿qué sucede a cada una de las razones                   y luego con las razones 
                  cuando el ángulo θ se aproxima a 90°? 
D.  Comprueba las siguientes relaciones reciprocas geométricamente, llevando a la posición 
de Thales los triángulos de la figura: 
 
 
 
 
E. Explica qué sucede a cada una de las razones                    y luego con las razones 
                  cuando el ángulo θ se aproxima a 90°. 
F. Explica qué sucede a cada una de las razones                   y luego con las razones 
                  cuando el ángulo θ se aproxima a 0°. 
 
3.6.4. Taller N° 3: 
Funciones trigonométricas. (Paso de la razón trigonométrica a la función 
trigonométrica con ayuda del cuadrante)   
3.6.4.1. Objetivos: 
1. Obtener mediciones angulares en grados y radianes. 
2. Hallar las funciones trigonométricas con dominio angular. 
3. Realizar las transformaciones de grados a radianes para obtener las funciones 
trigonométricas con dominio real. 
4. Aplicar las funciones trigonométricas para resolver problemas diversos.  
 
3.6.4.2. Justificación: 
El concepto de razón trigonométrica se relaciona directamente con los triángulos rectángulos y con 
base en esas seis razones se definen las seis funciones con dominio angular inicialmente 
restringido de 0° a 90°. Progresivamente ampliaremos el dominio hasta dar el gran paso de definir 
las funciones para números reales arbitrarios en donde los ángulos no necesariamente forman parte 
de la definición. 
Es importante destacar la relevancia de las medidas angulares ya que es en ese punto en donde se 
evidencia el paso de la variable discreta, medida  angular en grados, en donde el segundo se 
considera indivisible a una variable continua como medida  angular, el radián, que por su 
naturaleza es un número real. 
3.6.4.3. Actividad 1: grados y radianes 
1. Observe la siguiente tabla de conversiones  extraída de Wikipedia, en donde se comparan dos 
sistemas de medición angular. En la parte interna los grados (Degrees) que  conocemos en el 
trasportador para medir la abertura entre dos rectas y en la parte externa los radianes (Radians) 
expresados en algunos valores en términos de π que mide las longitudes de arco. El factor de 
conversión más común para transformar de un sistema a otro se encuentra en la parte superior 
derecha de la tabla. (En el círculo rojo se señala el valor 1 radián) 
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Ejercicio: 
El radián se define como la longitud del arco equivalente a un radio, medida en forma angular 
sobre la circunferencia. Luego si se mide la longitud de la circunferencia total, simbolizada por   , 
se tiene de la geometría analítica que       . Si el radio   lo tomamos equivalente a la unidad, 
podemos establecer una equivalencia entre los dos sistemas de medición angular, grados y radianes 
así:                  y dividendo entre 2 la equivalencia se tiene el factor de conversión 
de la tabla. 
A.  Determina en grados la medida en radianes de las siguientes expresiones, en su forma 
exacta y en su forma decimal, expresada hasta con cuatro cifras decimales. 
a.             b. 
 
 
     .   c. 
 
 
        d. 
  
 
        e.  
 
 
        f. 
 
 
       g.               
h.           i. 
 
  
          j.             
B. Determina en radianes la medida en grados de las siguientes expresiones, en su forma 
exacta y en su forma decimal, expresada hasta cuatro cifras decimales. 
a.    .   b. 135°.   c. 210°.  d.      .   e.  20°   f.  450°   g.       h. 100°  i. 44°  j.  315°   
C. Utilice una calculadora científica  para convertir las partes A y B. 
Problema: Determina la medida en grados de 1 radián en su forma exacta y en su forma decimal 
con cuatro cifras. (Verifica el resultado con una calculadora científica). 
3.6.4.4. Actividad 2: funciones trigonométricas con dominio angular y real.  
El cuadrante:  
 Instrumento compuesto por un cuarto de círculo graduado, con 
pínulas o anteojos para medir ángulos de elevación [4]. Se utilizó 
en la antigüedad para hallar la posición de las estrellas con base 
en 4 elementos: Horizonte, Altitud, Distancia de cenit  y la 
plomada. Fue utilizado por el astrónomo danés  Tycho Brahe 
(1546-1601), considerado como el más grande observador de la 
época anterior al telescopio. Hizo construir cuadrantes murales a 
gran escala, además de otros instrumentos en lo que se conoció 
como el observatorio más grande de la época ubicado en la isla 
de Hven en el estrecho de Sund, actual Suecia. 
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Ejercicio: 
A. Elabora un cuadrante mural(Anexo F) y con una cinta métrica realiza las mediciones que te 
permitan llenar la tabla con el montaje de la figura: 
 Instrucciones: Mide el ángulo de elevación con el cuadrante desde el nivel del piso y 
marca las distancias  partiendo de la base del árbol. Consigna los datos en la tabla.  
 
 
 
 
 
 
 
B. De la experiencia se puede ver que salen cinco triángulos rectángulos de los cuales se 
conoce un lado y un ángulo agudo, 
por lo tanto se pueden resolver estos 
triángulos con base en las razones 
trigonométricas. Ten en cuenta que 
todos tienen un lado en común. 
Instrucción: Resuelve los cinco 
triángulos y consigna los resultados 
en la siguiente tabla. Pregunta: ¿cuál 
es la altura del árbol? 
 
 
 
C. Los ángulos en grados son los  valores controlados (variable independiente) y las 
distancias en metros dependen del ángulo (variable dependiente), por lo tanto los podemos 
relacionar en un plano cartesiano 
de coordenadas (x, y). Los valores 
que ubicaremos en el plano 
corresponden a la aproximación 
decimal de cada razón y el 
conjunto de razones se constituirá 
en una función.  
 Instrucciones: Ubica en el plano 
cartesiano los valores hallados en 
la tabla de valores empezando por 
la función seno. Recuerda, son 
seis funciones luego salen seis 
gráficas. 
 Pregunta: Tomando como 
referencia el árbol, la medida de la 
distancia hacia la derecha es positiva, ¿qué signo tendrá la distancia de la incógnita en la 
figura? ¿Qué ángulo le corresponde a la incógnita en la figura? 
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D. Las funciones trigonométricas hasta ahora desarrolladas fueron tomadas de las razones 
trigonométricas de cinco triángulos con ángulos de referencia entre 0° y 90°. Haremos 
ahora una ampliación en el dominio de 0° a 360°y por iteración puede verse que para un 
ángulo θ en el primer cuadrante existen  tres triángulos con las mismas dimensiones en los 
otros cuadrantes. Por lo tanto, el proceso que 
se realiza en el primer cuadrante se repite en 
los otros tres y cierran el ciclo en 360°.   
Instrucción: Compruebe gráficamente que 
esto se cumple con las funciones seno y 
coseno. Luego por interpolación obtenga una 
función continua entre 0° y 360°. 
 
E. Por último, definiremos las funciones 
trigonométricas para dominio de números reales. En primer lugar observa que a cada 
número real x le corresponde un ángulo de x radianes, y que a cada ángulo de x radianes le 
corresponde un número real x. Definimos las funciones trigonométricas con dominio de 
números reales en términos de funciones con dominios de ángulos así: 
 
Para cualquier número real x:  
 
A primera vista la definición parece superficial pero 
libera a las funciones trigonométricas de los ángulos y 
las introduce en una gran variedad de aplicaciones. 
 
    
                                                          
            
 
Instrucción: TRABAJO CON CALCULADORA. Las calculadoras científicas manejan tres 
modos angulares que son: grados (D), Radianes (R) y el sistema centesimal que se mide en 
gradianes (G). El modo  radián (R) también se utiliza con funciones trigonométricas de números 
reales. Halle el valor de las siguientes funciones trigonométricas según sea el caso. 
 
1.                 2.                3.                4.                   
5.                 6.                   
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3.6.5. Taller N° 4: 
Funciones trigonométricas. Gráficas, transformaciones y aplicaciones.   
3.6.5.1. Objetivos: 
1. Trazar las gráficas de las funciones trigonométricas y estudiar sus propiedades. 
2. Realizar transformaciones sobre las funciones trigonométricas básicas (Seno y Coseno). 
3. Presentar algunas aplicaciones a la Física. 
3.6.5.2. Justificación: 
Las funciones trigonométricas  Seno y Coseno son utilizadas para modelar fenómenos físicos 
basados en su periodicidad, sus transformaciones permiten describir con gran precisión fenómenos 
ondulatorios siendo estos el motivo de nuestro interés. 
3.6.5.3. Actividad N°1. Gráficas de las funciones trigonométricas: 
1. Con la ayuda de un graficador, construye las seis funciones trigonométricas entre           . 
Pégalas en tú cuaderno y verifica cuales son continuas en ese intervalo. 
2. Define para cada una de ellas el dominio, rango y periodo. 
3. ¿Cuáles de ellas describen un movimiento ondulatorio? 
3.6.5.4. Actividad N°2. Transformaciones de las funciones seno y coseno: 
Las funciones trigonométricas Seno y Coseno se pueden alargar, contraer, reflejar o trasladar 
teniendo en cuenta los elementos que la componen así: 
                                            
1. Realice la gráfica de la función                  ilustrando uno a uno los pasos para 
llegar a ella con base en el ejemplo (anexo G ). 
2. Si la gráfica siguiente  pertenece a una ecuación de la forma                , entonces 
determine la ecuación. 
   














x
y
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3.6.5.5. Actividad N°3. Aplicaciones: 
 
Resuelve los siguientes problemas con base en la ecuación de la onda: 
1. Una onda de agua, en posición fija, tiene una ecuación de la onda de forma:          
 
 
 , 
donde   es el tiempo en segundos y   está en pies. ¿Cuál es la altura desde el valle hasta la 
cresta? ¿Cuál es su longitud de onda, en pies? ¿A qué velocidad se está moviéndose, en pies 
por segundo? 
2. Una onda de agua tiene una amplitud de 10 metros y un periodo de 15 segundos. Si su 
ecuación está dada por          , para un posición fija determine A y B. ¿Cuál es su 
longitud de onda en metros? ¿Cuál es su altura desde el valle hasta la cresta? 
3. Modelo para ondas electromagnéticas: Un rayo   tiene una ecuación de la forma   
       . Determine B si la longitud de la onda es         . (Nota:             ).  
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                                                       Conclusiones 
 
La trigonometría en el ambiente escolar tiene la posibilidad de ser dinámica  haciendo uso de la 
historia y las herramientas diseñadas que contribuyeron en su desarrollo. Temas como las razones 
trigonométricas permiten realizar  una serie de actividades interesantes tanto para estudiantes como 
para docentes empezando por la medición indirecta de objetos del entorno. Esto implica el diseño 
de estrategias para alcanzar un grado de precisión confiable tanto  matemática como físicamente.  
Cuando se le pide al estudiante que haga el instrumento de medición, en nuestro caso el cuadrante 
mural,  entran en juego una serie de variables que afianzan el conocimiento y refuerzan los ya  
existentes. Por tal razón se hace especial  énfasis en  la resolución de triángulos  para así empezar 
con el estudio de las funciones trigonométricas. 
El paso de la razón trigonométrica a la función trigonométrica ha sido abordado desde los 
elementos matemáticos básicos y del sentido de abstracción para salir del caso particular de la 
medición a la generalización y modelación de una función. Es por ello que la aplicación de esta 
propuesta contribuye a la comprensión  de estos conceptos y a la diferenciación de los mismos.  
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                                                 Anexo A 
MAGNITUD Y CANTIDAD 
 
MAGNITUD: Se define como todo aquello susceptible de 
aumentar o disminuir. Hay dos clases de magnitudes, las que 
se pueden medir o contar (mensurables  o medibles) y las que 
no. 
Unos ejemplos de magnitudes pueden ser: las cubetas de 
huevos que hay en un supermercado, los asistentes a 
conciertos, la altura de las personas,  la longitud, la masa, el 
tiempo, la temperatura, etc.  
CANTIDAD: En forma intuitiva se puede decir que la cantidad es un caso particular de la 
magnitud medible o mensurable (lo que ocurre en un momento determinado). 
Por ejemplo:  
- Magnitud: Asistentes a los conciertos de “Cold Play” 
- Estado particular o Cantidad: Asistentes al último 
concierto de “Cold Play” en Argentina. 
¿Cómo mediremos esa cantidad?  Comparándola con otra 
conocida (unidad de medida), de a uno en uno, por decenas, 
por cientos, por miles, por billones, etc. 
En los conciertos se suele usar “los miles de personas”. ¿Qué unidad crees que se utiliza en 
la magnitud “asistentes a una manifestación”? 
- Magnitud: Tiempo empleado por el ganador de la media maratón de Bogotá. 
- Cantidad: Tiempo empleado por el ganador de la tercera edición de la media 
maratón de Bogotá. 
¿Cómo mediremos esa cantidad? Con unidades de medida de tiempo elegidas 
convenientemente, décimas de segundo, segundo, minuto, hora, día, etc. 
MAGNITUD MENSURABLE O MEDIBLE: 
Es aquella propiedad de las cosas que nos permite apreciarlas como iguales, mayores o 
menores que otras homogéneas con ellas. Cuya igualdad y suma de cantidad se puede 
establecer con precisión.  
En la frase “Luis es el más alto de la clase”, se compara  una propiedad, la altura. Los 
objetos que se observan, los alumnos de la clase. Los elementos homogéneos a los 
observados, que son los que tengan la misma propiedad altura. 
Diariamente trabajamos con cantidades de magnitudes, las comparamos, las sumamos y 
las igualamos. A pesar de estar habituados a este tipo de cantidades de magnitudes, los 
sentidos nos juegan malas pasadas, por ello se necesita conocer con precesión las 
cantidades de magnitud que maneja: 
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- la altura del camión que se conduce. 
- La cantidad de magnitud de la finca que se desea vender. 
- La cantidad de superficie de piso para la cocina. 
- La profundidad de una piscina. 
- El ancho de un río. 
Por eso se asigna un número a cada cantidad de magnitud, siempre siguiendo las siguientes 
normas: 
- A cantidades de magnitud iguales les corresponderá el mismo número. 
- Si una cantidad es suma de cantidades le corresponderá un número que será suma 
de los números correspondientes a aquellas. 
Si seguimos estas normas, al número que asignamos lo llamamos la medida de la cantidad 
de magnitud. La acción que realizamos para calcular este número se denomina “medir”. 
Por ejemplo: 
A. Magnitud: Existencia de huevos en un almacén. 
Cantidad de magnitud: Existencia de huevos el 31 de Mayo. 
¿Cómo medimos esta cantidad? 
1. Unidad de Medida: Elegimos una cantidad fija que utilizaremos siempre. Por 
ejemplo los huevos que se pueden colocar en una bandeja. 
2. Comparamos el total de huevos existentes con los que se colocan en una bandeja 
hasta que averigüemos cuantas bandejas podemos llenar. 
El número resultante es la medida. Por ejemplo: 21 bandejas de huevos, 100 bandejas de 
huevos, etc. Al indicar el número resultante debemos indicar también la unidad utilizada 
para calcularlo. 
B. Magnitud: Altura 
Cantidad de magnitud: Mi altura. 
A todos nos han medido muchas veces nuestra altura desde el instante en 
que nacimos. ¿Qué miden en realidad? 
Cuando medimos la altura de un objeto, en realidad lo que medimos es la 
“longitud del segmento”. Lo mismo ocurre con otras magnitudes como el 
ancho de un río o de un objeto, la distancia entre dos puntos, etc. 
 ¿Cómo medimos esta cantidad? 
1. UNIDAD DE MEDIDA. Elegimos una cantidad fija que 
utilizaremos siempre. Por ejemplo: el ancho del dedo pulgar (pulgada), la 
longitud de un bolígrafo, la longitud de un palo, la longitud de una 
cuerda, etc. 
2. Comparamos mi altura con la unidad elegida.  
Podemos tener de medida: 60 pulgadas, 12 bolígrafos,.... NO OLVIDEMOS LA UNIDAD 
ELEGIDA AL ESCRIBIR LA MEDIDA. 
NOTA: Es importante saber elegir en cada caso la unidad de medida adecuada. De la 
misma manera que la distancia entre dos ciudades no se mide en cm, la altura de las 
personas no se mide en km.  
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Anexo   B 
                          EXPERIENCIA DE CAMPO N° 1 
TEMA: SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS (Extractado de la Geometría Recreativa de 
Perelman) 
OBJETIVO: Obtener la altura de un árbol por la longitud de su sombra. 
RESEÑA HISTÓRICA:  
La medición de la altura de una  de las pirámides de Egipto, se hizo por un método muy 
sencillo y muy antiguo por el sabio griego Falos seis siglos antes de Cristo. Este eligió el 
día y la hora cuando la longitud de su sombra era igual a su altura, en ese momento la 
altura de la pirámide tenía que ser igual a la longitud de su sombra. Con base en esta 
proporción el sabio de la época determinó la altura de la pirámide (la ubicación 
geográfica de las pirámides ayudó un poco). La importancia de este método se debe a la 
antigüedad del mismo, ya que Falos vivió mucho tiempo antes que Euclides que es autor 
de la famosa obra “Los Elementos”, que es un tratado matemático y geométrico que se 
compone de trece libros.  Los principios geométricos conocidos y utilizados por el sabio 
fueron: 
1. Los ángulos sobre la base de un triángulo isósceles, son 
iguales, e inversamente, los lados, opuestos a los ángulos 
iguales del triángulo isósceles, son iguales. 
2. La suma de los ángulos de cualquier triángulo (el triángulo 
rectángulo es un caso particular), es igual a dos ángulos 
rectos. 
Falos, armado solo de estos conocimientos, pudo 
deducir, que estando sobre un terreno plano, su sombra 
era igual a su altura, los rayos de Sol caen en un ángulo igual a la mitad del recto, por lo 
tanto, la altura de la pirámide desde el centro de su base y el extremo de su sombra 
definían un triángulo isósceles. 
No es difícil calcular la altura de una manera un poco distinta, cuando en cualquier día 
soleado se puede usar la sombra, no importando su longitud. Se puede medir su propia 
sombra o la de una vara enterrada verticalmente en un suelo plano y calcular la altura 
buscada con la proporción siguiente: 
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bc
BC
ab
AB
  
 
Con base en la información anterior resolver el problema de hallar la altura del árbol 
señalado en clase con los siguientes materiales: 
1. Cinta métrica. 
2. OPCIONAL: vara (palo de escoba de 1,20m), puede utilizarse la estatura de la 
persona. 
DATOS OBTENIDOS: 
 
 
ab= ______ 
 
BC= ______ 
 
bc= ______ 
 
 
Por lo tanto la altura del árbol AB= _______ 
 
 
 
2. Determinar la altura de un árbol que proyecta una sombra de 9m y, al mismo tiempo, 
un palo que mide un metro de altura proyecta una sombra de 0.9m. 
 
3. La sombra que proyecta un árbol es de 32pies y, al mismo tiempo, un palo que mide 
una yarda (3.0pies) proyecta una sombra de 2.2pies. ¿Cuál es la altura del árbol? 
4. Para los triángulos semejantes de la figura, determina los valores de a y b si c = 51cm. 
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Anexo  C 
EXPERIENCIA DE CAMPO N°2 
TEMA: SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS. (Extractado de la Geometría Recreativa de 
Perelman) 
OBJETIVO: Obtención de la altura de un árbol por comparación con un triángulo 
isósceles elaborado sobre una tablilla. 
MONTAJE: 
Haremos el diseño de un aparato que nos permita utilizar 
las propiedades del triángulo isósceles, los materiales que 
utilizaremos son: una tabla pequeña y tres alfileres. Sobre 
una tablilla lisa marcamos tres puntos, los vértices del 
triángulo rectángulo isósceles, en los puntillos clavamos 
alfileres (se sugiere que las distancias ab y bc tengan una 
longitud de 10cm). Si no tiene escuadra y compás para 
dibujar el triángulo, entonces puede coger el papel, lo dobla 
una vez, después lo dobla transversalmente al primer doblez, de modo que ambas partes 
del primer doblez se unen, y se obtiene el ángulo recto. El mismo papel puede ser útil 
para medir los trozos iguales. 
Ahora, alejándose del árbol, teniendo el aparato de modo que uno de los catetos del 
triángulo apunte verticalmente, para facilitar la observación, podemos utilizar una 
plomada (un hilo con un objeto pesado atado a un extremo) atada al alfiler superior. 
Acercándose al árbol o alejándose de él, Ud. siempre encontrará 
un sitio A como en la figura, desde cual, mirando a los alfileres a 
y c, verán, que ellos taparán la cima C del árbol: eso significa 
que la prolongación de la hipotenusa ac pasa por el punto C. 
Como ya lo hemos visto, la separación entre ab es igual a CB, ya 
que el ángulo a = 45°. En consecuencia, acabando de medir el 
trazo aB y añadir BD, es decir, elevación aA del ojo sobre el 
fondo, obtenemos  la altura buscada del árbol. 
DATOS OBTENIDOS: 
Aplicando las propiedades de los triángulos isósceles se tiene lo siguiente: 
 
Longitud aB=________, que es congruente con CB. 
 
Longitud aA=________, que es congruente con BD. 
 
Luego, la altura del árbol es la suma de aB + aA = __________, que es congruente con 
la suma de los segmentos CB + BD que es la altura del árbol. 
 
                                            MEDIDA:________________             
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Anexo   D 
HISTORIA DEL PANTÓGRAFO 
EL pantógrafo  es un mecanismo articulado basado en las 
propiedades de los paralelogramos; este instrumento dispone de 
unas varillas conectadas de tal manera que se pueden mover 
respecto de un punto fijo (pivote). 
Su teoría se describe en los principios de descartes sobre los 
paralelogramos y fue ideado en 1603 por el sacerdote jesuita 
germano Christopher Scheiner; tiene aplicaciones en diversos 
campos de la mecánica, en mecanismos tales como el pantógrafo 
de ferrocarril, el gato hidráulico, el pantógrafo de oxicorte, o como 
instrumento de dibujo. 
El pantógrafo de dibujo es un 
aparato cuyo principio es usar una 
imagen guía para efectos de 
ampliarla, generalmente usada en 
arquitectura, consta de un pivote y 
un cruce de palos de madera o 
metal.  
El pantógrafo, como instrumento 
de dibujo, permite copiar una figura o reproducirla a una escala distinta. Para conseguir dibujos a 
diferente escala se varía la distancia entre los puntos de 
articulación (rótulas), conservando siempre la condición 
de paralelismo entre las varillas, dos a dos. 
El aparato se basa en los principios del pantógrafo y 
consiste en un paralelogramo articulado que sirve para 
dibujar una figura homotética a una usada de referencia. 
Este tiene como fin la ampliación de un dibujo o 
geometría. 
Para dibujar, se fija el pivote, y se desplaza el punto de 
referencia sobre el dibujo original; un lapicero situado 
en el punto de copiado reproduce la imagen a una escala 
mayor, que viene determinada por la relación de distancias P-PR y P-PC. 
Cambiando el punto de referencia por el punto de copiado se reproduce la imagen a una escala 
menor. 
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Anexo   E 
EL TEOREMA DE THALES 
(Extraído de Wikipedia) 
THALES DE MILETO (624AC – 548AC): 
Nació en la ciudad de Mileto, actual Turquía, fue filósofo y matemático griego. En su juventud 
viajo a Egipto donde aprendió geometría de los sacerdotes de Menfis y astronomía, que más 
adelante enseñaría como astrosofía. Dirigió en Mileto una escuela náutica, construyó un canal 
para desviar las aguas del río Halis y dio acertados consejos políticos (se recuerda el fin de la 
guerra entre Alyattes y Cyaxares por la predicción del 
eclipse de sol el 28 de Mayo de 585AC). Fue maestro de 
Pitágoras y Anaxímedes y contemporáneo de Anaximandro. 
Se cuenta que en uno de sus viajes a Egipto determinó la 
altura de la pirámide Keops, aprovechando la sombra que 
esta producía en un determinado momento, aquel en el 
que la longitud de la sombra sea igual a la altura de la 
pirámide (propiedades de los triángulos isósceles 
estudiadas por Falos citado en la geometría de Perelman). Los rayos solares deben tener una 
inclinación de 45°, y dada la ubicación de la pirámide 30° Latitud Norte, solo hay dos posibilidades 
para que Thales realizara esta medición que son el 21 de Noviembre o el 20 de Enero.    
Del teorema de Thales utilizaremos dos enunciados de la geometría clásica que hacen referencia 
el primero a la obtención de un triángulo semejante a otro previamente, este dice así: 
“Si por un triángulo se traza una línea paralela a cualquiera de sus lados, se obtienen dos 
triángulos semejantes”. 
La aplicación de este teorema puede verse bajo la 
siguiente proporción: 
                                                                      
C
D
B
A
  
El segundo hace referencia en forma particular a los 
triángulos rectángulos, circunferencias y los ángulos 
inscritos y dice así: 
 
“Sea B un punto de la circunferencia de diámetro AC, distinto de A y de C. Entonces el ángulo 
ABC, es recto”. 
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Anexo   F 
CONSTRUCCIÓN DEL CUADRANTE MURAL: 
El cuadrante fue un instrumento compuesto por un cuarto de círculo graduado, con pínulas o anteojos para 
medir ángulos. Se utilizó también para hallar la posición de las estrellas con base en 4 elementos: 
Horizonte, Altitud, Distancia de cenit  y la plomada. 
MATERIALES: 
1. Pedazo de cartón de 20cm x 20cm 
2. cuerda de 30cm 
3. tuerca metálica 
4. Colbón 
5. chinche 
6.  plantilla 
PROCEDIMIENTO: 
Pegue la plantilla sobre el cartón, luego recorte el cuadrante, ubique en el ángulo recto el chinche 
para fijar la cuerda y del otro extremo amarre la tuerca, así obtendrá el instrumento de la figura. 
PLANTILLA 
 
 71 
 
ACTIVIDAD 2. MEDIDA DE LA ALTURA DE UN ÁRBOL: 
Con el cuadrante ya elaborado y una cinta métrica podemos resolver triángulos rectángulos por 
medio de las razones trigonométricas así: 
Se tiene el ángulo θ y el lado a, por lo 
tanto para hallar la altura del poste 
aplicamos la función tangente. 
Tan θ = 
 
 
    entonces  b = a Tan θ. 
 
 
Segunda parte 
LA TORRE BURJ DUBAI 
Será el edificio más alto del  mundo que se terminará aproximadamente en un año y medio. La cantidad de 
concreto necesaria para su construcción equivale al peso de 100.000 elefantes, tendrá un hotel de 40.000 
metros cuadrados y 4 piscinas de lujo. Vivirán en ella 35 mil personas que podrán usar 56 ascensores, es 
todo un reto para la arquitectura moderna.           (EL TIEMPO SECCIÓN 3-2, 2007-08-07) 
 
PREGUNTA: 
SI LA PUNTA DE LA TORRE SE VERÁ A 95 KILÓMETROS DE DISTACIA Y SUPONEMOS EL TERRENO LLANO, 
¿QUÉ ÁNGULO DE ELEVACIÓN SE FORMA ENTRE EL OBSERVADOR Y 
LA PUNTA DE LA TORRE? ( NO CONSIDERE LA ALTURA DE LA PERSONA) 
“El idioma de la naturaleza es matemática, letra de esta lengua, son los círculos, 
triángulos y otras figuras geométricas.” 
Galileo. 
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Anexo  G 
TRANSFORMACIÓN DE GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES 
SENO Y COSENO 
 
Las reglas para desplazar, dilatar, contraer, reflejar la gráfica de una función se pueden aplicar a las 
funciones trigonométricas, recordadas en el siguiente diagrama: 
 
FUNCIONES SINUSOIDALES 
Son funciones relacionadas con las funciones seno y coseno:                y   
             o una combinación de éstas. La periodicidad de estas funciones juega un papel 
importante en la obtención de las gráficas. 
Las características descritas en la figura se interpretan así: 
Amplitud:     que es el promedio de la diferencia entre el valor máximo y el valor mínimo. 
Periodo:  
  
 
 
Desfase: 
 
 
 es el desplazamiento horizontal, que puede ser a la derecha o a la izquierda dependiendo 
del signo de C. 
Desplazamiento Vertical: Traslación vertical de D unidades de la gráfica de           .  
Es importante anotar que el la función      es un corrimiento o traslación horizontal de la función 
    , donde C = 
 
 
  de allí deriva su nombre.  
Para realizar la gráfica con estas características se procede como en el siguiente ejemplo: 
1. Graficar          (    
 
 
)   . 
Amplitud:          Periodo: 
  
 
     Desfase: 
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                                                         (1).         
                                                     (2).           
  
 
 
 
     






















x
y
     





















x
y
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                                                   (3).      (   
 
 
) 
 
                                                  (4).       (   
 
 
) 
     
















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2. MODELO PARA ONDAS EN EL AGUA: 
Las ondas en el agua pueden representarse mediante ecuaciones de la forma: 
                   , donde   es la frecuencia,   es el tiempo,   es la distancia desde la 
fuente, y λ es la longitud de onda. Luego, si una onda de agua en una posición fija tiene la 
ecuación          (
 
 
 ), con A en metros y   en segundos, se tiene lo siguiente: 
La amplitud de la onda es         . 
El periodo    
  
 
 
  
   
   . 
El desfase es cero. 
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